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Conslderatlons sur quelqﬂes formules mtegrales, dont les valeu
' AL
u

d'autant plus comphqueus, que la Varlable contlent de dlmensmns, cependaut qmnd on
"']a varlable aprés l'intégration, une (;ertaune valeur déterminée, il peut arriver que les A
quelque compliquées qu'e ‘elles soient, se redmsent a des formules assez snnples, qui semhlent me
une attention partlcullere. ya aussi des ‘formules mtegrales qui, en général, surpassent to
les quadratures connues, et .qui, cependant, -en, certains cas;. sonk réductibles a la quadratﬁn'
cercle. Je me propose ici de comsidérer quelques-unes de ces formules, et d'examiner Tes~

quences’ quon en pent birer pour ‘T'avancement 'dé "Tanalyse.
27— dx -
2, Je commencerai par consuderer cette formule mtegra]e f —17, en cherchant ‘son-}

dans le cas, ot 'on pose aprés lmtegrahon a:-—-oo, ‘ayant pris I'intégrale en sorte, qu'elle sevauo
en posant ¢ =0. Dans ce cas, on trouvera que la partie de I'intégrale qui dépend des log’trﬂi
s'évanouit, et que l'autre, qui dépend de la quadrature du cercle, se réduit A une expressmn
simple. Car posant = pour la demi- circonférence d’un_cercle domt le rayon est =1, de sor

= marque en méme temps la mesure de deux angles droits, on trouve, en posant aprés lmtegr

P$==Cxa:
doe &, dzx. _Qn_fmdx_ﬂrr_
La-zz 2 1a-2° 3v3 J1-=2%" 3v3’
dz = wdz = ma:da: b4
Tva  2ye’ Jiaat 4 Ji1a-a® =~ ova: -
da —Z. zde _ m  pzeds __ w xidz __. 7 stdz T
1+a2%" 3° Tt 573 Jieas o 6’ Jiwvat Y3 Ji+tT 3

3. Ces cas particuliers semblent déji suffisants pour pouvoir en tirer, par la
une conclusion plus générale. Car, dams les cas du dénominateur 1 -1~ le radical V'3 fa‘

que le sinus de l'angle — y entre; et dans ceux des dénominateurs 1 -+ %, le radical ‘V
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paice que sin— ce méme soupcon se confirme par les cas ol le dénominateur

4 =y3

de g
1" .
nsn —
i encore plus généralement
ot —lde _ w
’ J 1 a-a? T mm’
n 8l ——
n

ourvu que le nombre m ne surpasse pas n. Car dans les cas ou m>n, on sait d'ailleurs que
formules demandent un développement particulier, puisque leur intégrale renferme alors une

arﬁe a] gébrique. .

) l’+. Cette conclusion se trouve tout & fait confirmée, quand on se donpe la peine de dévelop-
er -'intégrale des formules
AT dw zdz zzde

cle.
1 b i-—i—mS, {aas’ ’

psorte quiil ne saurait rester aucun doute la-dessus. On remarque encore un parfait accord dans
es cas ol m=n: car, puisque alors sin — =sin = =0, Vintégrale dans le cas &= oo devient
flectivement infinie; ce qui est évident, car

:z"—dm
142"

{ posant m==oco, la valeur de l'intégrale devient infinie. Le méme accord s'observe lorsque

l(i—l—a:)

N . mr L : s .
=2m, el partant sin— ==sin --=1, car il-est clair que
» 2

™z =
- Tz am’
o posant € == oo, On n'a qu'a metire ™ =y, pour avoir
Gl T O SN NN PP
{12 mJ la-yy ™ m - LANgYs

oy 4 ' . - N 1 rr 1 7 1
‘maintenant posant @ ==co et partant aussi y = oo, i cause de arc.tang oo == 5 I'intégrale sera

fm”’—l dz =

. i 42" . mE
. : _ mBin—
n

B posant aprés l'intégration ® = oo, pourvu que m ne soit pas plus grand que n.

5. Cependant cette vérité se peut aussi déduire de l’mtegratlon indéfinie de la formule
m'___]_d N
Si—- dont lmtcgrale se l.rouve exprimée en sorte:

- gt ~
\ T
. 1 9 ’ : msm;
— —cos——l (1 —22 cos—+ wav) -|—~—-sm—-arc. tang —

i 2 €05 —
1

52

L. Ecleri Op posthuma. T. T
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. : : . .. am
e . . Y o ) T sin ——*
3 2 3mm, n
E(I —-Qw GOS"**-I—-‘.L‘.’B)—I——SIH ——‘arc. tang - Y
. {l-—mcos—n——

. i Smrr
——— COS

2

B 5 5 &s§in —-
m
—_—— l(l —chos—+mm)+—sm——arc.tang =
o
A—meos —
k3
. 7
& s —
1 7 T 2 Tm
_ 2Pt — 2% cos—+ww)+—sm Z arc. tang ———=— cte.
‘ 7m

{1 —xcos —
n

couque ‘commence & surpasser 7. Or quaud n est mn nombr lmpall' et que, dans le“wderm
membre, on a i=n, et partant cos —_: —1, il ne faut prendre que Ia mmLxé du dermer ‘mem]
ou mettre L1 +a’:) au lien de I'(1 —+ 22+ xx). ’ ' ' a

6. Tirons de 14 les intégrales pour les cas particuliers, et d'abord si n =1 et m =1, nous
aurons: ' |

1—1- __l(1 +a:')
II. Soit n=2 et nous aurons:
2 z . osinZ et "
o osim=1: fi _’_m:?smgarc_. tang —
1 —acos—
2 ,
. zdz
; -8i m= 2-’f1+—ma':-7‘"§ (1 —-za).
{Il. Soit n=23 et nous aurons: Gt e e ] .
: n
1 = LA 2 . TEg
si m_._i 1_|_m3 =— = C0S - I{1—2x c.osA_?—_l—-zc:c) - sin & are. tang po
1—zcos— -
Leos¥ (1
—~3~cos ( +m)
‘ pein 2
&sn— - -
. wdx 1 2 8 .
Sim=2:[—m=-— cos—l (12 cos?—:- wm)—i—E sin Earc. tang - =
" 1—gpcos =
1 bz : ' Sl
—3—co§—:3—l(1 -+ ), | - ‘
: xzsin —
. zedey 1 3 2 . 3
st m==3: = cos l(i—2wcos?+mm)+ sin - are. lang -
. : 1—acos o
——icos 3 L{1+ax) ‘
. 8 * )
ou bien 4 cause de: L o
3T LA . 3w L :
€08 5 == 1; cqg?f—i el sin— __.0 et €05 =15
- zads ___ U ) R | T
. mf"gl(i"w’*‘“@)“"gl(i“"“’) = i(i+ab). .
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~ Dans tous ces cas particuliers, il est ais¢ de voir que posant @ =co, les intégrales de-
‘ ylcnnent parfaﬂ.ement d’accord avec la formule générale donneé ci-dessus; mais pour démontrer
| gon accord en général, il faut faife voir que toutes les parties logarithmiques se détruisent nécessai-

- .
rement, et que les autres, qui renferment des arcs de cercle, se réduisent & ————- Pour cet effet,
T - 13
; 2 sin —
k1)

‘il faut ici distinguer deux cas, sclon que n est un nombre pair ou jmpair. Soit done’ premiérement
n= 2k, et posant x = oo, puisque tous les logarithmes deviennent égaux, il faut montrer que la

somme de cette progression est égale & 0:

CSN -—I—COSS e Smrr o 005(215—5)71!.73’_'_ 2E—=3mm - @Rk—1)mm
o ar %% ek 9% ST TS Ty

m ¢tant un nombre entier. Posons pour abréger ";—;:zga, et il s'agit de démontrer que

a e

CO8 ¢ —+ €08 3¢ = €08 590+.....—Fcos(21f—i)go=~0.

8. DPosons, pour chercher la somme de cette progressiqn,

. S——cosgo—l—-ms 390—+~cos S5p--.. :+cos'(2k'—‘l)go,
et multipliant par sin ¢, 4 cause de sing cos wep == — 1 sin (a-—1) ¢ + —l- sin (a —+ 1) ¢, nous
arons: - : _ , , , -
Ssin ¢ = —sin 2¢p —+ 1 sinwepa —i—'si‘n 64 . -—l—iSlD(Qk-— 2) + 1 sin 2k
@ = 9 @ 9 ¥ 2 ’ 97‘- et ) gO 2 &,

1, 1 S, T
—Fsm?go-—»g—smfpcp——gsmﬁqo.....--Esm(Qk—-.—\E)gu,

-]

‘et puisque tous les termes & Texception du dernier se détruisent

. 1 . ‘ sin 2fk ¢
Ssin ¢ = - sin 2k done = Seng
Dr ayant 99____”, nous aurons 2kp =mm, et pu1sque m est un nombre entier '

" sin2kgp=sinmz = 0,

de sorte que }a somme de la progressmn proposée est eﬁ’ectwement = 0 Si le nombre n est impair,

%_gj, il faut démontrer que: !

‘_~__—2k+l, posant
| COS @+ €058 3P .... --l—COS(Ok-—i)gO-—I—-—i-COSJ?UF—-‘O

01‘ par la sommation précédente, cette somme est ' . -

gin 2k 1 — sin 2k p 1
| m ; Ecoswmn —Qsin 7 €08 (215—1—1)99,
ef & cause de sin 2k ¢ == sin (2~ 1) g 05’0 — €08 (2 fi—+-1) ¢ sin go
' ; o .
cette somme sera i @Rl -
2 sin @

pulsque (2k+1) go_- mnr il est ewdent que “Gotle’ somme LSt égale A ziro.

9. Ayant donc demontré que posant w__oo, es parues loganthmlques de notre intégrale

. |
se détruisent, il fiut - chercher la valeur totale des parties qui-renferment les arcs de
*

i o
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‘l 8}00591

s eet ahglé‘deifient ‘droit, et si l'on augmcnte x au‘dela

" . ) rsing
qu'il devienne obtus. Donec, posant x=co, on aura arc. tangﬁu = arc. tanw T

- ‘e : [ |
tant x jusqu'a la valeur z=
co5 @

~sinjp ¢

et partant, toutes les parties qui renferment des arcs de cercle, prises cnsemble, seront:. i‘-.:'

2 Y . dmmw ., Bmm . Ammw o
. = 75 (8i — — §in=——— 8in ——- ~~sin —— e¢ic:), -
n n 7 n 7

2w, . mnx . Jmm . bmm AT Y ‘
——— (8i0 — —+ 3 sin—— -+ § sin — —+ 7 sin ete.).
. nn n T LI
Il s’agit done de trouver la somme de ces deux progressions.
10.  Soit premnerement n un nombre palr ou n=—=2% et posant —--go, la premlére prog

sion sera:
sin ¢ —- sin 3¢ ~+ sin 599.....+sin(2k—1)rp:s,

laquelle, étant multiplieé par sin ¢, donne:

1 1008290——!—005499—-'1 congp... -—icos 2k

273 3 2 )
. . . =s§sing
—|—-.?cos25p+eé~coslp99+§congo-...............
d’ou I'on tire '
1—cos2kp  1—cosmn
§ = ; = .
. ~ 2sing 9 5in ™%
) SID?A‘—-
Or, ayant trouvé ci-dessus:
C0S (p —— 0§ 3¢ — COS 5 4. . .. . - COS Bk —1)gp = s;‘;f]’f: -
la différentiation donne: : - ST
sing--3sin 3p~-5sinSep.... .- (2k—1)sin (2k — 1) gp_:——g«;:——‘:z-s? B, ;—";——g%

s

. mmr -, i - .
Posons maintenant ¢ = o et a cause de 2k=n, nos deux progressions seront:

27 {—coamm Qx f—neosmT sin m
e - |
mw nn [ /1 %14 o
2 sin — Dsi n-— Qsiuz—/
ﬂ n
dont Ia réduction donne: '
sin mamr Eid . .'
— = \T o A cause de sinmm = 0.

. m LLoma .
ft sin —— n sin — 7 sin -—
, n o\ n : n o -

La méme valeur se trouve, quand n est un nombre impair.

1. Voila donc mcontestablement demontre que lintégrale de notre formule dlff

a1 dg x :
7~ en posant @ ==o00 est ————, ainsi que nous I'avons deJa conclu par mducthﬂ

.
. #sm — Ll
1

méme valeur aura dome aussi lien de quelque maniére qu'on transforme fa formule différe
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% I . . .
sons done :c-:{?(— ou l'on remarque que posant z=0, on a aussi x=0; mais x croit
1_zn)

Vinfini en posant z == 1, el nous aurons

dz 1
de = » 1 4-a" =——;; done
?/(1 ___zn).u.—|—1 1=z
de  dx ot a1 dx 1 iz
It N _wh T *
i-—l_w .'/({_z") 1=z ..],«(1__211.)m

+ constquent, posant aprés l'intégralion z==1, aprés avoir pris I'intégrale en sorte qu'elle s'éva-

lisse au cas Z:‘O, on aura, pourvu que m ne surpasseé pas n;

/-z’” —lgz P4

L

T/(‘l -—a”-n)m [ siu"E
n

“

12. De 13 nous tirons, pour des cas particuliers, les suivantes valeurs intégrales, posant
jours, aprés lintégration z—1.

f dz . x
YA ==z ?

LT
Esm?
f ds o= A /- zdz o 4 )
3 — ? 3 - !
{1 —z8) 3sin§— TV (1—2%)2 3511123—7:

L dz . 7o, zzdz 3
f'l o x? .[.4 . = EY
1/(1-'24) 45iﬂzv 1/(1—5 )‘ 45111*—3-—

Y (L —5%) 5 sin - Y{1—55)2 5 sm—s- %
/- sgdz _ w f =3 dx P
3 —_— H T - ¥
VA= 5ansr VA—s)t pain 1T
5 5
: f dz = . r iz =
4

[ - L -
V(1 —1%) 6 sin% Y(1—z%)° 6 sin '3

intégrales sont d'autant plus remarquables, qu'il mous manque encore des méthodes pour les
ver assez promptement; car la sommation des progressions dont je me suis servi, parait un peu

} étrangére & ce sujet.

. P I § '

13, Puisque donc Lﬂ est égal & celle intégrale f:—dz posant z == {, cherchons Ia
: . nsin 2% V(=747
n '

wr de cette intégrale par une série, qui, & cause de

= m an{m —+ m)

e (1—2" " =142’ 4-——— 2" -etc,,
o

%.9n

=3 cette série:
1 8in —
n

‘Dira pour
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! ) z L m min—-n) ‘m(m—n—‘n) (m—+2n) -
. i MsinM—Eq—n'(m—iun)_i—n'.ﬂn(m+9n) 7 n.3n. 30 (m‘-—:—Sn)‘ e'tq:?

Ensaite la méme formule mtegrale pouvant dtre expnmee p’ll‘ le prodult d'une mﬁnlte de - fa¢
nous aurons aussi o SRR :

T 1 nH dnn o 'Bnn ote.,

|
mmT m—m "m@n—m) (m--n) (3n—m) ) ('.‘n—l—ﬂﬂ) (4n--——- my ¢
n sin.— ‘ w .

.

Pune et lautre ‘expression étant continuée & lmﬁm De la, prenant m =1 et n=32;

sin g-...ni nous tirons d'abord lev:pressmu de ,Wallls pour la quadrature. du cercle .. oo

2.2 4.4 6.6 8.B -iO.iO.t

£.3°3.5 5.7 7.9 9.1

N . 7 . L. 1 i
Or; mettant m =1 et n=—="56,"a cause de Sin & == 5> 00 aura ‘ T

166 12,42 1848 24,24 . ot gl
5§ 5 1.1 r.17 13.23. 19.29 Ccee 00 DR

ete.

18 6.12 12.18. 18.94 24.30
5 7.1 13.17 " 19,23 ''25.29

1% Ces produits étant les mémes gque ceux que jai trouvés dans mon Introduction,:
Voyons déja une autre route qui nous pouvait conduire a la découverte de ces intégrales

jlavais trouvé:

™ mfr 1 mm ( mm om m {— mam ¢
sin—- = ( ) zm_n )( " iGnn ete.,
m . 4 4mm dmm 4'mm
€08 &= (i T Tan ) ( 9nn) (i "5 hn)( ) ete.,
formules dont la 1re donne - . | ; =
x - 1 Coan . - i inn : -Bnn ot
nsin ™" Tm (n—m) (n—l—'m.) (2n —m) (2n—+-nt) (?m —m) (3n—-m) Co
n

B

(n—m)

- . . . i %7
ou, si nous mettons n—m au lieu de m, puisque sin*——— == sin —, NOUS aurons:

i r b oan o den v CUUORE tB
Y —n—m m@n—m) (m—-n) (3n—m) (m+2n)(4ﬂ-—-m) ELe.s
n

a g
ot

A3

15. Or, j'avais démontn, que posant aprus Imtegxatlon = 1, 11 y aura:

pr—li . L
a—1 oy B 1 (o) 2p(avep)  Balery-2p) L
fa: de(l—at) # =- o rarees S erapr e S ey gy ete:s
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r—p
St tax (1 —afy B o Blaer)  (Bamp) (A-ra-p) (-2 (@a-90-24) ote
fmﬁ—l dm(i—m:“)%& a(p‘—l—v) (c:—l &) (ft-vei- ,u) (a-2p) (fa-va-2p)
“encore plus généralement;
: re—p
St da(l —at) # __ A ) (g () (e (A-2p) (B2 (e d-v--2p) (A3 p) ote

5 ﬁ'—ld A=ty ,u_.tﬁ v a(f-- 1)(v—|—,u) (at-p) (f—~A—p) (r—+2 ) (24-2 ) (f-A -2 ) (-3 1)
£ Z —

onc un tel produit étant proposé, on pourra réciproquement trouver une formule intégrale, ou le
rapport de deux, dont la valeur au cas =1 lui soit égale.
16. Soit donc proposé ce produit infini

an 2n.2n 3n.3n
m@n—my (m—-n}(3n —m) ) (m—+—2n) (4n—m)

ele.,

Lo l =) 7T : . ,
ut” nous savons la valeur ..—:(——m); et que nous composerons avec celui-ci:
7 5in —— :
n

,u(a—r—v)_ 2,u,(a+v+,u)r. Bu(a—+v-1-24)
a(,u-—i—:ll!) (a+u) Quv) {(a+2p) (Br-+v)

efe.,

oot la. valeur est == v/’ a:““dac(i—at:“)y_'“ﬁS au cas w==1; et puisque l'accroisscment des facteurs
t‘{ylé\-;.,:n, et ici = g, nous aurons d’abord g —n, donc @—-»==n; et pour le dénominateur
00 o= et v =2n—m, ou g—4r=m et a=2n—n. Dans le premier cas, nous avons
=m; w=n; v=n—m, et dans lautre ¢ =2n—m, p=n, v ==m—n; de sore,que nous
ons ' - -

Sn—m) ‘ m’:”“"l dz
ou =M __ (n—m) f-»-———-—-——:

. m
) 7 81 T - (1 — .T-”)T
o ) 72 p2ft—nt—=1g
ou =™T__ (m—n) f-———,
. M 2n—m
. 510 T . (1 _mn) T

2n—

ormiles dont la derniére ne saurait avoir lieu, tant que 2>1 ou n>m, puisqu’alors I'inté-

ale renferme encore une parlie infinie. : :

N . : ' . m—1 g
17. Voila donc une autre route pour montrer que Ia valeur de ceite intégrale fw——w, au -

; , (- a7
=1, est = __”T ’ d abord, par la réduction des mteglales a des produits infinis: on aura
' . 7 5in T '
auge de ==, p==n, ¥——p=——m ou Iv#h—m, )
Vi 1 n.n T 2n.9n° 3n.3n

etc.

m f—m m@ne—m) (m—n)(3n—n) ' (m-+2n) (4n—m)
(1 —a™w
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Ensuite, par la résolution générale en facteurs, que j'ai enseignée dans 1'Introduction a I'analyse:s,

C . - m . .
voit que ce méme produit exprime la valeur de —_— Si nous mettons n—m au liew de m,

n 8in —
n
aurons:
fm"—“’"—"ldm__ 1 nn dnn 9nn ete
N T m an—mm dnn—mm 9nn—mm o
A-—2™"n
. : . (n—m)m ., mwx
et par conséquent, a cause de sin %: sin -—» ,
fwm—l do 1 = i -
- - - mi
e sin —
(i—m") ) (i - n sl a
& n =" ' : - Co i
Posons m;— z, O0 & =y de sorte que x==1 si z==o0, el DouUs aurons en posant
— ) . - .
aprés lintégration z = oco:
yM—1 g oTe——1 - P ’
1 a-z" f 1o mr
T8 S ?

8. Mais voyons aussi comment ce méme produit infini:

nn 4nn 9nmn mar
- etc,=—=———>
m T

n sin——
n

an—mm 4un—mm  Gun—mmn

peut é&tre exprimé par le rapport de deux formules intégrales. Pour cet. effet, il faut’.'pos'e'

a—=7 nn
p=n et A ) y donc f=n; c+»r=n; a=n—m ¢t B~ =n-m;: d’uii

alf+v) nr—mm
I'on tire ¢ =n—m; S =n; v=m et g=n et partant:

—
fm"""m—l dz{l—a")y =
_— s’

. mx Fe—
1 sin —E- fmrz__l dx (’l —a:”} "

mir

mais le dénominateur étant ici intégrable, son intégrale domne -~ pour le cas &= 1; de sorte qu

cette intégration se réduit a la précédente. La formule plus générale ne méne pas a dauﬁfﬁ

intégrations; cependant il y a d'antres moyens de rendre ces intégrations plus générales.

19. Multiplions deux formules intégrales en général et dans le cas w=1, la valeur d¢,

produit

y—n N

v farde (1—a") *, f[e'da(t—a") " sera:

nn (a9 (a -1 4nn(g-t~v +n) (a1~ n) " _
alt{y 4+ n) (It —+-n) " (@ - n) (04 n) (v -+ 2r) (L ~+2n) e : g

lequel soit posé égal a celui-ci:

nn 4nn . ms
ete. — —-

(n—m) (n-+m) " @n—m) (@n+m) . ma
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Goit pour cet effet ¢ =n—m; a=h—m; et posons outre cela:

V==Y A-p— M= A N=N—R—~M =¥}
we . . 1 1 .
d'ou nous tirons »-—n=—m. Secit donc V———k-—l——é—m et n:k—;m; et nous aurons, en

pfenant pour % un nombre quelconque:

1 2 —m—2n 2h—rr—2r;
(ke — 7 n ) fm"‘"’"”” do {1 —a") " . faz”"‘”'“"" de(1—a™) 27 —_nr .

LM
17 810 ——

- n

20. Voild donc un produit de deux formules intégrales, qui, dans le cas ot l'on met = =1

X » r . . ma ,
aprés l'mtégration, devient =———: ¢t partant on pourra prendre % en sorte que l'une de ces
n sin —

n

. .y sat . . . 'SR L . "o

deux formules devienne intégrable, et alors I'intégration de l'autre se réduira & l'expression —
7 8in

n

Li.“l-‘ : . 3 — 1
Ainsi, posant 2k=—m-~2n, a cause de f " d e =
; n—+m

. i : .
» et kk— —-mm=n(n—+m), on aura:

m
[} P o mam

. \ nj:,ﬂn I 1dw (1 mn)nz .

. ® ., mrT

. 7 sin—

R S om

Or si Yon prend 2k =m —+ kn, puisque

[orm da (1 —a”) = — L "

arm  2nam (n—+m) (Qn-t-m)

: 1
et bk — 5 mm==2n (m~~2n), on aura:

2nn mn mmw -
fm”"”’“dw (1 —_ .'r:") B
4 m .
n sy —-
Done, ‘posant aussi n—m 2 la place de m, on aura:
| L n =z n - o ) =
T " fa,:n-——m-—'l da (1__mn) n__ " fmm—,i da (1—{1}") n et
. omm m n—im
" 8 — '
i
20—
T Dnn mbn @nn —_
== a:l'l—ﬂ?-—# da’:(i ——ﬂ’,'n) i — ———'—fmm 1d$(1—wn) " .
. mmw mn--m) (m—m)(Zn—m)
# sin —
n
21. Or, puisque '
‘ . gh—m—in 2m 2l—m—2n
RS - m- zm f m—1 1 n 2n
x o (] — e i —
| /[ da (1—a") — [a" das( ) »
S_i nous substituons cette valeur, nous aurons:
1 ‘ 2heme2n : 2h—m—2n -
(k——- 5 m) fmn—m—q dx (1 — m") 27 .j'wm—i dcc(l——m") 2n =’
) . . h : . . h  Bin 'ﬂ—

.8t cette valeur demeure la méme, guoiquon écrive n—m au lien de m. Soit m=—1 et n=2,
& l'on aura: '
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A— 5

1. 3 l-—-— - R 1
C— z(t— x(1l—x ==y
(k=) faz (1 Tfde(t—a?) 1 =g

oi il est remarquable que cette égalité a lieg, quclque nombre qu'on mette pour k |
exemple k=1, ou k=2, et I'on aura:

P

i r dr o dsz T
"l =73’
1/(1 1/(1 xz)ﬂ

e

1 dz - o ..'~;-=‘
day (1 -—x? = '
(1) frte
el posant k :%—i—- V2 '

V2.1 Vo—2

fd:r(l —af) T . fdw(l —a?) =

“av2
Cette égalité st remarquable, & cause des exposanis irrationnels.

22. On peut encore transformer de plusnems manitres ies formules que nous ‘venons de

(P iui IE
ver: car, posons 1 — x*==y*", de sorie que a::"]/(i—yg") et do =2y dy (1—y¥"

les termes de I'intégrale, qui étaient auparavant m==0 et =1, sont A présent renversés s

y=1 et y =0 ce qui revieni au méme. De l& nous concluons:

(fpk—-—2m)fyzk-;—m—1 dy (1 zn) n fyzf_m_d dj" (l —-y‘ )_:;_ - S

quand on aura mis y == 1 aprés Iintégration; ou hien

(l’rkk—mm) j‘yzk—m—-q dj" (l_ygn)T_fygk—m—q dJﬂ (1 _Hygn)'; — mm ¢t

3
. m:r .
fu SI0——
par la réduction de ces intégrales. Donc si m==1 et n=212, nous aurons: T
-
y"dy v ey N : i A
(!pk—?) -/.V(i—ﬁ) f1,(i_y4)__—2— et partant, si k=1,

f yydy f 4y =
Y-y VA= 4

23. Or,

B mr \
puisque l'angle —- dépend du seal rapport des nombres.m et #; "1
. . 1 ' . . . .

sin —==1, §i m=n, sans quon ait besoin de déterminer n.
¢éviler les fractions,

9k—=m- i; d'ott nous tirons ce théoréme:
yHi—lay  eyi—lay  w
VA= SV = T 90w
JA+H ld./ P . an ] T
s V=5 YTy (1) = 2A(Aan)
De méme, posant plus généralement 2k == A ~+m, on aura:

Py — d an _—_?:E A ‘ 2n m—n . ‘ " .i,'.“.,,_ﬁ_:_,,.‘”,,-
Jr y(—y?) - [yt ldy (t—p) T = — T e
_ Wvﬂsin-d:;_ - st
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——r

ﬁ,_}t—a—zm_—q d_’}" (1_3,,2:1)_71_ _fyl—q dy (i _ygn)?{ — mr

An (24-2m)sin 1;-:

o0 le nombre A est arbitraire, de sorte qu'on puisse méme Iui donner une valeur irrationelle. Soit

n=pk et n=vk, et Ton aura:

—¥
ki

_ Y vt
fyﬂﬂ—z,u.l'—-a d_}" ({ _yzvﬂ') ¥, fy2—1 dfy (1 _.___3,.2"']') V e, ou

2Avk sin BT
P

§ & i— l:-)"i —_— - 9y 4
Jr ity (T [ty (=t = e ;mn =
. . Ly (A--2uk) gin —
' »

9%, Posons de plus: 2k ==« pour avoir cette égalité

Aprti—1 o -:’y& Jamt Fan va H_T—v . T
[r dy (1—y")7 - [y"tdy (1—y") 7 =——
‘ . Avasio —
_ Avasin —
dont on aura ces cas principaux:
S ry1+a—x &y 1y .
J v —y l"l/(l—y“’*) 9ia’ "
ryl-i—u——l dy r y]__l dy S 9
= ’
J 1/(1__, 3&9 1/(1 3@)2 - ;3‘1‘”/3
ryl—n—za-—l dy ryi.--l dy — 9

J 1/(1 yioe Jvf(i--

ryZ‘H“ldy fai’"‘dy =

— 2
J 'I/(i %) % (i _y_m)3 SiaV2

y;"":"a“‘ldy rﬂ"‘lch T
- J 1/(1 y4a)3 Jv(l__yga) i 210&'}/2

% 37473

95, Comme I'expression infinie du sinus nous a conduit & ces intégrations, traitons de la
méme manitre I'expression trouvée pour le cosinus, qui se réduit & celte forme:

m (n—?m) (n+2m) (Bn-—2m) (3n+2m) (Bn—ﬂm) (bn—i—"m)
C tc.,
n n.n : 3n. 3n fn.bn -

olt puisque ni les numérateurs ni les dénominateurs ne contlennent des facteurs selon la progression

{, 2, 3, &, 5 etc., nous n'en saurions exprimer la valeur par une seule formule intégrale. Cherchons

done deox formules dout le yapport exprime cette valeur, et I'on voit d’abord qu'il faut metire
Ble—-9) __ (n—2m) (nI-2m)
. alf+»" n.n

sorte que A =n—2m. Par conséquent, en pos_ant aprés l'intégration @ == 1, nous aurons:

‘w=2n. Soit donc , et nous aurons ¢ ==1n; S=n—v et »=—2m; de

, m—n )
wP—ldg (1 —z*®) 7 m . (n—2m)m
S5 la ( ) :cos~—_=51n(—-——l—-
. nr—pt n 2n

S g (4 — 2?7 B )

‘Done posant m= A4 et n==A», nous aurons .. . -
£ ’ .
. —
‘fm"t"—l dz(1— mzz’hﬂ) 7 e (1'—9;&)::‘
- rr—— - — = (08 ‘!V= ._.-Sl -—Tym—.'

——

fmﬂ.v-—:a/l,u,—l dx (1 _muz’»v) 7 ' : o
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26. Considérons en les cas les plus simples, - ﬁ
R Y - o _— B T Il R . )
. I .
" h ey B Y
- 3_'2‘ !
...... e (1t 3
H. Si m_._l n-—-3 | fande (e --—COS—::%—-
2
Siz(1—2% 3
-~ : ) w ‘-—.a_
‘ : P | . Jzdx (1—oxt) 4 E I
III.  Si m=gs n=2: — = C0s =7 |
‘ fdd(iZah) &
: 2d — G v ’ L
IV. ‘Sim_—_%: n_—3: PL .’n(i a:) :COS%:E. .
5 _ :
: EEYTR VIS o

Siz(i—2% &

De la seconde nous tirons ceite égalité: "

'V(i—::ca:)z T2 (i--ms)""

E dz ,
(i — .'z:::n:)3 Vz . "[m

T

Ia troisieme se réduit A

e f d..f,cl. _:i'}_/.‘__’pf dz .7
IR e T

et la quatriéme a

27, Ces formules petivént étre’ chano-ees, de sorte que la condition de lmt[,gratlon dcme

Ainsi T'on trouve.
R

la méme.
_ %:%% ‘en posaﬁt'{‘na au Ileu de 1 —xx;
o Y —aa AT . C L )
dx’ i dz S - g
22— f %% en posant 2’ au lieu de { — b, b
_]1;}(1 xh)* . 2 V(1 —a)s ‘p R L
et partant nous aurons ces égalités: ‘ A
[ dz 3 0 de 3 f dx :l/‘ dx ,
J'}(’l"w“’)z BRI 20— Y —ahs o
r dz :'2 [ ds — /2 [ da ,
J';/(l--mm)s -:{'V(l-——w‘) ' '}4/(1__564)3

J'}T/fi — )
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98, Par la méme transformation pous trouvons en général:

ot dez 1 pam—ldz mm pat—n—lyg m—1) g
f——a—————:if—_—mcos ‘.f__..__—m,:%cogm’r./q__mﬁ___———a
n—n . L re—~—in. v Tttt
| (A —z*""w (4 —a™)% (A—z*)y 1 (4 — o) 77
¢ partant: .
- f e lde 08 m:rrf g™ dx
| - .
f . 1/ wu) n .m(i mn)n_'_,nm

Donc puisque la formule f /(l f est la plus simple, comme ne renfermant que le signe radical

| carré, nous aurons ces réductions pour le cas x=1:

. f a1l dxz 1 f '"—ldm
‘ it -;;(i_xﬂn-)n-—m 5 Jva

! If._,i,:n——zm—l dx ] a':m—"l dz
‘ i J;‘/(i__mzn)n_m_Qcos;m_r-rj_;/(.l__mn)!
| n

; v r mm——-ul dx . ] fmm__l da

: J 12/“(1_ Fh)i—t-2m T mrJV{—4Y ?

"dont la premiére est évidente d'elle méme, mais les deux autres renferment la nature des cosinus.

29, Jai aussi trouvé dans mon Introduction ce produit infini:

mm

‘ 5in% m(?n-—m) @n—-m)(dn—m) (4n-m) (En—m) "
' i w@n—h  @nr R @n—h  @GnrBEa—p 07

. on
qu on peut réduire & un rapport de deux formules intégrales. Pour cet effet, il faut poser re=2n et

sin —

Bla—a-) m(Qn—m)
aBn - k@B

e qui se peut faire de guatre maniéres:

1. w=Fk; S=m; v=2n—m—k; =—

v—-,u__m—k-—ﬁ!n

?

l . e=k; /6’:211—-—111; ve=m— k; = "m
sj' Ny
g . a=2n—Fk; f=m; v=k—m; =

‘ - _k—4
V. ec=2n—Fk; 8=2n—m; v=m-k—2n; y,,,#::m_'gn Z

|
i
1
3
¥

' -d'oti nous aurons:
e .

i ainm”
; Jerlgz(1—zf) B " 9%a
: & - sin k'’
. Pt de(l—a n
; ] b1 dz(l—aty )
et par la transformation:
&N
?' M . a—i sinqﬂ
S ' S —lgg(3—a¥) P 9n

Selda (1 — m”)&—:‘?& T 9n
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30. Cette derniére formule fournit Jes réductions suivantes:

s krx g2 m—k—1 g, 0 m gr—m—F—14g
in_— - = ’
9n  J %?(1 -——mﬂ")zn'—'& Qn S 'V(i g2i)en——in
sin ke f A —1 gy sin mT gm—F—1 4z
in Nt . — Crmd
2n ’%/"(l - ,w,.zrz)gn——k 2n %}‘(‘l --.':ug'")m R
.k K-——m—l dx . omr P ,E—m—l dax
sin 5— - h-— Sing -/ ?
) _ . Qn v(1 —-m‘")]‘ 1/(1 zn) 2n—In

sl

Sinoms o g e
9“ %/”(.1 _$2n.)l; 2n '1{/‘(1 _ wzn)m o Thiy

. kmw fwm"'k—“z"""ldm . f gnh——tn—1 g,

Or, je ne marréte pas & douner des exemples; il est aisé de voir qu'on en peut tirer des réduc

tions assez remarquables; comme si k=n-—im, on aura:

at—ldx ' ldax
j;r; - tElllg On /2:; *
v (1 — mzn)nw-i—m . -,/(1 2 n)zn--m

31. Considérons encore un produit infini, que j'avais trouvé pour la tangente d'un angle:

ma 12Zr—m) 3(Zn-+m) 3(4ﬂ-:-ﬂl,)
S(n—m) 2(n-m) 2(@n—m) 4(@n-+ m)

mer o
tang 2n = ete. 5 BN

et que. nous répresentons en sorte e

o _ 2n.2n(na-m) (3n—m) '4n.4'n(3n+'m) (En—m)‘
T oa.3n@r—m) 2r4+-m) 3n.dalbdn—m) (dn+m)

pgs ete.,
2(n—m) tang v

qu'on peut réduire & un produit de deux formules intégrales, qui étant en général G

n—ir

y— n—m
rnfm“‘“"dm(i"——a:") s -fo:“—'{dm([-—-m”‘) m—

pmfad-v) (@ -n) 2p.2mey+u) @A-n—t-m) i . SR
aa{u —7) (m—l—n) (a-rl—,u)(a-l—m)(‘),u-i«w)(gm-—]—n) eLe.,

ot l'on voit d’abord qu’il faut prendre w = m=2n, et ensuite il reste i rendre:

(n-m) (3n—m) . fewrn(a+rn
n-3n(@n—m)(2n +-m) T aa(u-+v) (m-n)

Qu'on prennc done ¢—+»==n-+m et a+n=3n—m, on irouvera les quaire solutions suivanies:
I v=m; n==—m; e=n; a=23n; p=2n; m=2n,
II. v=m; n=n; e=n; a=2n—m, gw=2n; m=2n,

., v=—n;n=—m; ¢e=2n-+m; a=3n; r=2n; m=2n,

IV. v=—n;n=n; ec=2n—4+m; a=2np—m; =—2n; m =2n.

32. Voila donc les quatre réductions qui s'en suivent:

f e dzx f 23— g 7 l;m-r
zn _,}(1 Qm(m——-n) col g,

v (.1 — xgn)zn—m 22 n) 231 -

f wn—l da f piH—=t—=1 d.‘.‘b‘ P ma

T —wmyn—m ) g g GG 0 2w
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fmz""‘"’"“l dz o @ lda : - mw
?I?(i _ mgn)an J%?(l __mzn) 2Rg-ITL T 2n(n—m)
pZrm—1L g o f gr—m—1 g " ot mow
- = C0l——
I a—amyn J Fa—gmyp  Bnnlm—n) 2
ot i) faut remarquer que: ‘
a3 —lds  __ —n amldxz t
_/-;n———*— = Eu—— ¢
Vi —gmypnem ™ gy
fm2n-|—m--1 dx —mn fm"l—l dm
%?!(1 — mﬂn)an R .]/(l — x2")

33. Ces substitutions nous fournissent les formules suivantes:

2"l dx r o™ ldx F3 ma
= = cot
Y- 2n)2r1—m. 7/(‘1 mgﬂ)m ‘2‘1?:(??,— m)
f a—ldx fa:?”-*“m—l dz P co m
%}L(i — m2") pri—n Y(1 —a2%) = on {n—m) ?
" ldz r 2t 1ldax n t mm

S —z*) ' J.'l‘a/”“ L2y 2”(““"”“)

w1 dp mz””—"’f‘l da . ’ x t‘mff
o : Wa—a®) [ V{i—a*) — 2n(n—m) €Ot o’
" qui se réduisent & ces formules plus simples:
da [ d= nw o
) =3 cot ——
fi"'}‘(i —og)— P mgaym 20T 2n
T dx p2rt—=—1 gy o - ot ot
J?l‘:}(‘.l — ) 4 1/(1 - wgn) 2 (n—m) ¢ Py ?

f-m”’—l dz p Az : : % mm
JVa -—mz”‘) J2 = 2 (n—m) cot 2n
V(A =z : -

21 dx rmm‘_’"—l dx - mrmr’

V== J VY1 —a2*")  Yn(n—m) cot g,

3%. Or par des substitutions ultérieures, on trouve
m-——l do

=
on.__m_" / -'132“)

1/(1 zz)?

g2i—m—1 gy

dx
vy E (1 o . . -
J;/l(l — o)™ f V{1 — zt™)

' De sorte que toutes nos formules se réduisent 4 la dernidre qui est la plus simple, puisqu’elle ne
laquelle, si nous posons m==n—Fk, se change ¢n cetie forme

renferme que le signe radical carré,

assez remarquable

mn+."i—1 dax H—-l.._l d v
SV (A== f‘/{l-—-x "-nk g 2
" ‘ k k R
d 011, si k_ 0, 4 cause de tang 7 —2", on obtient:

- 2n 2n

o dx a1l dx e

V{1 — =" mw) v(i—wm) 4nn '
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35. Considérons quelques cas particuliers: LAy el
L sin=1, E=0: -/;/(i-—w;:). J'i/(ir(f’a.nm) =, .
I sin= %’ k ='1' JJ[{/M(i—-ma) fv’(l-xﬂ-)pm%{ta“g%:%’
WL osin—2, ket: 000 L Tk,
V. sin= g kZ%:'JV(ﬂ:TZS) 'JV(Td_mw') %tang |
V. sin= %, ]c__ -2 JV(TH_‘_Z:;E) f]‘/(idfw) tang -——:
VI sin=3, k= 1 : Jg(f__mﬁ} - fq/(fimmﬁ) tang
VI si n=3, k=2: _/;/(m e o Jv(id_mwé) taug 3
VIL sin=-, k__% M“fd” ,).Mﬁz,_-):%mgﬁ, ,
IX. si "_%’ k=g | (Tﬁjufj Jq/;fimm’) - o a1 08 i:
X sin=g k=g JV(TjZ’)'f;/(i jm’):'s_:tang%’ '
XL sin="k k=1: [T fm—m =% tang 7
XL sin= zp k=3 J;/(f_”‘”;s) h,(f“’mg) St
XL i n—é.g = f],(f‘fj;) fm—x =2 tapg'f—s,
ALY, i n= g =3 ﬁ/(i?—zﬂ) JV(fd—mé:) %’tang%, .,
XV. sin= g k= ; JV(aiij“) j;/(l i—gtang %,
XVIL sin=3, k1=2 : ﬁ/(:;_d:m) J -,/(C;Z_L_i:m) tang =7 )
X;Q’II. sin=25, k=": f;/(": d:w) J}/(idfmm) tang 5
XVIIL. sin=6, k=1: J¥(1T:12) . Ngi‘_i;u)=ﬁ'tang ;_9’
XIX. sin—6, k—5: s fori s = o 08 35 e
36. La formule: f y;(:-a—::)y J V”i:;%—— que nous avons trouvée ci- dessus (§ 21"")

avee celles-ci un grand rapport, pour le developpement duguel écrivons x & la place de ¥

posons ¢ =n JOUr avoir:
w’z"‘”"—l dex mﬂ_‘l d.z- _
J V(L —a?) J1/(1 )

Fi4

2an




o
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or la formule que nous venons de trouver élant
’ atE—1 g gt g P 1Y
f—j'/(r:czn)""f VA Ty T am Y8 gy
& pous posons 4 ==/, nous aurons:

g—t—lag  pab—)de ¢ kx
fm—mﬂﬂ) [f( gem) T MAUE 5,

. ¢t i nous posons A=n—1F,

$”+A-‘_1 dx ‘Tiu_n{.—l dm nw—Fk "
f , o f - o tang .~
Y —ai Y —z* ) Tk 2n

i

37. Or pour rendre ces équations plus générales, posons y = «“ pour avoir suivant le § 24:

A An

n_'_n_ An
an

f 'l/(i-—xa") fT/(i-—-mm) dnn
3 W AR , . . An
Soit — = k, et nous trouverons la méme formule que ci-dessus, et la position T:n—k ne

~produit_rien de nouvean non plus. Voyons donc quelques cas particuliers:

St ne=t e k—0: [l pote
) 2 s ”:%’ k:é—:ﬁ/(idjws):h/qfiﬁ) tang :Vi
et l'autre: J{;’(i = j;mdm m)—Qtang‘ Vi
.-{l 3. sin=2, k.:i:_,{;/(id_fmi):l/;,(idfmq)ztang—z =1,

: rdim T dx
L VA —=29" NWa(l —z

= tang %;
r zodr , /-zr:wdw T — 1

et Tautre: Wt =iy et =208 .=

zdaVe . {-mwdw‘]/a; _ T
fVu—m*) Y —ay) 3 tang £

(Bt en voila encore quelques autres:

b

dx T
SV — =ty 'flfw{i —z5 tang 10’

L r ands l,r-.m*’dm‘i L

Fa—=5 [0 =a%

= ktang i_I:)’

IRtk i ki

Fa—=" f1/(1 ==tlang 3>
i zardsy s zidw T
P fi’{i — %) " f'l/d — ) tang B’
pec zdx dx n

fricey fra=m =

L. Epleri Op. posthuma, T.l . 5k
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=*dr otde - .
. ﬁ/(i_mﬁ) ' ﬁ/(l_me)—Qtang T _ |

zade dz —-i‘.‘ o n
=29 W=t — 8 3’
otde abda .

— 3 tang =
Fa=a% " = ° "eg”

f zrdz da —1 =
Yia—a%) - JV(l wy — A8 5’

f aSdz P da.‘. et o
Y=ot ° J']/(l %) g 1o’

z2 dax . xdx

Ja=ay A= = W8 g
z8 da '_‘ r= z" dw 3 ¢ Ed
‘ NA=a10)  Jl—ai®) — 2 ang g
ztde | p dz .
Wa—a% Wa—a® tang 73
i wbde | r 210dz 4
Y(l—z1%) h J'}/{l—wlﬂ)— 5‘tanb -ﬁ:.

98. Ces formules sont semblables, par rapport & la forme, a celles Iqui ont été trouVees ¢
1
dessus § 3%: toutes ces formules étant comprises dans cette e*ipressmu genérale: f% :f)

avons des quotients qui résultent de la division de I'une par lautre. Mais dans l'un et 1
cas, il est évident que Iintégration de l'une se réduit A celle de l'autre. Puisque la plupart. de-
réductions sont tout & fait nouvelles, il vaudra bien la peine de les considérer plus smgneuseme

Pour cet offet, je les distribuerai en classes selon lexposant de la variable x derriére le

radical, m et n étant des nombres entiers.
=1 d:c

I. Reéduction des formules VA =29

rdwx . ax ___El_n't iz‘_____%:r_
. Wa—ay o= T3 8 e T vy

mm—l a T !

I. Réduction des formules fv’(i ot

crdx dx 1, 4 .
.[1/(1—.7:4) Vi—an = F g 7 =7

m—ldm
1. Réduction des formules f A=

zadz rdx: Qarta T
J‘I/{i—~m5) /;/u‘_m =5 Mg’

a3dx o dz

Va—=%) YV (1—2%

_Q.:rtn HY: 4
=15 8o

" —1 dr

IV. Réduction des formules Eroh
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r xidz /- ade 0w Lane 7
Jv’(i—w“) AT Eaai A
ot dax dx ki tang
Va—a% &(—a8 12 ©°3’
odx r az —{an i
NA==8 Vii—aH AN 6’

a‘”‘d.cr; xidzs ) ’T
fri—a i e

mm_.-l dx

V. Réduction des formules f Y(U—aT)

[ @tz /‘rdm t'm
fm—m?) vd—a) 7‘ 17’

ztdx [ xdz 3”"
fm,mv) o= 1’3“’5 7k
zhdx
; Y=o f/(i—w?) mg

m—l 7,

V1. Réduction des formules f-ﬁ“j(—l__—a-;—gj

zidx j-a:srda: ft'an 7
vi—a®) H(1—a®)T 8 5%’

side  poado T, T
Ja—a Wia=ah " 16 6 7

aSdx i 3
f';/('l—-ms) f/(i—m Q_gtang 8’

zxds [ dx

=8 VA —=%

12
=tang '’

f rtdz r xbdz
3

F24
A= Wa—an PRy

P —tdm

VII. Réduction des formules f = T
wtde a3dx 2 2
fm—wﬂ) ﬂ/(i—ms)z?tangﬂa’

o’ da o dw =z
fm—mﬂ) fm_m) ‘tang?’

abde _ pomdz  Bmy ., 07
A% e a5 S T8
r zidxs . dz ,_.._..9_’.1: ‘ ’Zir
Fa—=% Wia—="" 63 tang 18
p—1 dm
VII. Réduction des formules f ¥ (i ~0)°
2idax r wide  __® i
NA—a0) VA —a1® 10 tang' ig*
S dm a?dm «Etéﬂ il
HE—a® 1 —a0) T 20 E3’
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. ’dx f zdz = . B
JV(i—mm) VA —20 T 5p P8 g

f ¥ dx da 1:
= J‘}/(i‘—wm)a 70- a"g 5

zidm [ dz — ¥ "
f‘}/(‘l—mm J7d —gi0) — A8 -

xrdr /~ asdm — tan T
YA a0y A A g
zddx r w3dmz

: T
.h/(i—a,-lo)'JV(i—a:IP_):l"tangE’

f i dx /‘ z'dz 3,[: ne =
Vi—at0) JVd—a0) 3 8

39. En combinant les quotients avec les produits de chaque c]asse, on en peut. former

nouveaux produits, ce que je ferai voir en général; car ayant ce produif:

at-ti—Llig rm"_”‘—l de _ 'm
f i 2". ng
Yil—a J vd—z*% T 2k 2

et ouire cela, ces deux quotients:

mrz._a._‘-l-dm : f‘T"a—l dx . am .

L J“J/(i—m”‘) Y i—grm = WAng 5o,

w”"‘ﬁ—l d:c e?—f—1 g __n—=f B
/ yu= f VA—zy T p ng gy

Combinons: le produit avec le premier quoti"'ént,r--en posant ¢=n—F%, el pous auronsepn

multipliant

Fri—tae i =lae
f‘l/(l—a: h/(i—aaZ'*) enk

Ensuite, pour le second quotient, posons ﬁ—n-—k et en muluphant nous aurons:

pti—h—1lgy p—h—1 g F veog -

VA== S V=™ T antn—h’

qui ne différe pas du précédent. Ainsi, pour chaque classe nous aurons deux prodruits généraux

n+fc_1 dx H._l'_..l dx Pt ke
L f V(i —zt) f VAP T onk tang oo
f at+E—1 g w"'—l dz "o

il YA —z27 - J ¥ (A—zty T "nk’

dont le dernier convient avec ceux que _]avms déja démontrés .autrefois.

%0. Développons ces produits pour quelques cas, ou n et k sont des nombres entlers et ng

aurons les réductions suivantes pour le cas z=1:

I.. Produits de la forme %:

srdes T

Fr2
s »/';/(i--cc4) =z tang &

T
4
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m——l a .‘B

Ii. Produits de Ia forme f -

wsdm [' xdx
J‘I/(i-——mﬁ) V(

wlda f de

Y I S v T e

xddx r dz

S =ty " (=

zidx xdx
ﬂf(i—wﬁ) ===

m-—I dw

1. Produits de la forme f VA=

mﬁdm atdax
J‘V’(i —af) fV('l—.’c

f‘ zida j‘ wdz
Y —z8) SV —z%)

k 28dx

ﬂ/(l—ms) f/('l—m
xtdo

Jv(i—mS) »/‘;/(l—m

zbda xdx
fm ) fm—m*‘) i

f :z;ﬁda;_ f x> da
Y —ab) V({1 —zF)

f—a%)

J'L't ﬂ'.__
=8 7 =g’

g1 da

IV. Produits de la forme f A=)
[ wido f nide

V(i—ww) YA—a9)
f #bdx p otda

VA =19 " VI =710

f o . ads

VA=) SY{I—al0)

ridax r dx

VA== SV —ait)

f mSdw
V(1 —219
oda

f/(i — 10)

=~ tang
=708 5

10

xbdz
[/(1 — z19) J7/(1 — 10

zTdx f 2dx
-;/({ — 210) /(1 — mm)

f zfdx ztdz
Yl — mm) Y{l— mm)

x

” tapg = ==
B ARg =

3

873
ﬂ'ta 7!2'-_ w
12 N8 3 =i

T

:E’

b1

12

F Hg
gtangga

i

:rt k%4
ﬂ angsa

Z tang —
10 o 10’

-_—-ﬁ tang i;“s

20

3
tanb i:)r o

2

T
2

w
T
14

50

E 4
=0
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k1. Aprés ces intégrations des formules, qul sont “toutes comprises. dans cette formuie géné
S de (1—x " et quon peut nommer a]gehrlques, puisque dx y est multiplié par
fonction algébrique de @, je passe, comme je me suis propose, & considérer encore quelques form
intégrales ot le dilférentiel dx est multiplié pzu une fonction iranscendante de @, et dont I
grale, dans un certam cas, se peut exprimer algébriquement, ou par la quadrature du cercle, -
cas sont d’autant plas remarquables, qu'il nous manque encore des méthodes pour les .tr'aitle‘r, af

partant les observations suivantés serviront peut étre & découvrir de telles méthodes.

52. Je ne m’arréterai pas ici & cette formule intégrale assez connue f dx (l-iw)", dont on saif

n est une fraction, la valeur est. beaucoup plus dlfﬁmle 4 assigner. - Ainsi, si n_._——, jlai’ démoutr
- T r 1 i
que la valeur de Dintégrale f dxV 1 au cas x =1, est —V¥m De la, on tire aisément ¢

intégrations qui en dépendent:

puisquil y a en général

fcla: (l——)m-“a: (l ”‘-1—~m fda: l—-)m_“
donc posant aprés lintégration o =1, 4 cause de l;—:.(), on aura:

[de sy =m [dx( )"

%3. Cette intégration da cas n:% se peut exprimer de cette maniére:
1.4 2,1 dx )
fdw ()" _V—g—fm posant & =1,

et pour les autres, fractions mises pour n, j'ai trouveé les réductions suivantes:

1 p dz. /-a'dm

?

Vo—otp VA —ay

1.2 01 rdo x3dx
deqyt_oy Lot [200
Jda =) 3 fd(l—w“) Y — %)

i i 4 1 dz zdx zads :
de(l-Y=V — ‘f; - /; . > S
Ja=(2) IVt TV =ty f*?/(i-.-aﬁ)ﬂ o
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fda: (li )% 52,“1/% [ odx f; wid 'f4 mids ,
& 1/(1 m;;)z -'/(1 — .'I:‘i)?‘ 'I/(i — m4)2
fd’m —i_ E"*: _l‘l/ r zzde J[‘qm‘r'.dm . J{‘qmsdm ,
""’ 1/(1— o) Y —s) TV —aY
3
fdﬁ‘l (l )5'_1/ ;f r rdax Jf rrdz Jf & dx , .
m R R e O (e oS

2 rdx x® zidx 2 da
de(iy=2y 1 [' . [ . ,
f ( ) f'l/(l ms)a 1/(1_:55)3 J.?/(i_mr,)a f.?/({“mﬁ)ﬁ

x2dz Tide r a8t zldx
3V % f; [ o e o

/(1 @5)2 V(1 —a2%)2 1/“ )2 V{4 — 52

fio 1y =

2 da f w7 dx f zlldez ra:lﬁcla:
Y- Vot ) Va—ay Vd—ad)

fdac(l )s—rq/ Y.

4%, Puisque parmi ces formules, il s'en trouve ou I'exposant de x est plus grand dans e numeé-
rateur, que dans le dénominateur, si nous déprimons ces exposants par le secours de cette réduction:

i

m=n fm"’—“"‘d:c ({—a )’71

m—i—nl.

fm""‘da: (1 —a) =

f'dm(lé)%za ifg 32 r md:a: )

Y1 — V(i—w s
[an(t )s——m/ 5 f/(idm . e
[ae@pt=V 7 fx(iiﬂﬂ j;f(amja;*)a' Z(TT:*‘F —
[z (‘7’ f=2 {/:— “'[1;/(1 i&)z. Jgf(im—dwm‘*)”. ‘éf{flf;}z’
f dx (l )4 = 33 Jr,(idm 4)'.1?,: fl_mm.;) : J{,‘;/fimjl)’
f dw U’ %: 3 J:/(jcmﬁ)* I'Jg_/ (:—dzs)*.Jg’(fzjz‘)*-“rgf(fajzs)*,
f da (5%)% ZQWS/% G/(id_wms)s I:/(f i&;S)ﬂ j:/(T ws)“.J{l;’(szf’)a,
[dm ) =35 ’;/(1 dm@z' f,a(ff.l)ﬂ?«fz_d:=>z' "r?/:ajzﬁ)z’ |
f da (lé)ézﬁ/%—[ /(1dj¥s) ff/:imms) JC/(:WM) -fisf(m:iwwﬁ)
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%5. Voila donc les valeurs de la formule intégrale tramscendante f da (li )*, lorsque
Lo Cox : b ]

“une fraction réduite 2 des valeurs des formules intégrales, o da est mulliplié par une fon
algébrique de @ Or, parmi ces dernitres formules, il y en a toujours une qui renferme Ia q

drature du cercle, puisque
ra s =

J— ta

i -
J'l/(i —ahm n sin %E

Ensuite, pour pouvoir mieux composer les. autres ensemble, posons dans les formules du § 2f

2k=2n -+ m—24 pour avoir: ' .

pet—m—lgy o™ ldw P

S 3
Sa—amp—m I DA—a m(a—iysin %’f

de 14 nous aurons: :

I s n:?»:ﬁ >

zdx r dz . e ' .
Vi —a%) V(A — et 3sin'§ ' ‘ R

. : pedy dao ' 4
II. si n="4: J‘Z 'JC — ~
]/('1 —534) T/('l — .‘764)2 8 sin ..Z..

?

raxdz dx b4
[ x — ,

Va-a Va-sn gl

I zdx r :cd.z'r __ F:4
Aoy Y —any 4Ein%

3

ML sin—j [0 8 .~ |
‘ j%/(i—_xs) Ji:'/(i—ms)2 15sini;~ .

r x3 dx da b

. f —
J'?/(i —z5)* J‘i’ {1 — xf)3 10 sin %

3

f a3de r dz _ T
.’5/

{(i—a%? J"s/('l"“-zs)'71 - 5 sin%

f 2 dax r zdz x

_ k]

J{J/(l — %) Ji"/(i —2%%  40sin .%_’_’
: 2

r a2dx r wdas . b1
. - )
Ba—oy Ty —op 55,-,,‘:’3’5

r zdw r x*dx =
Na—ah Vi — oo 55in35’i

%6. De 1A nous veyons que muliipliant toutes les formules du méme ordre ensemble, 'l

produit se réduit & la quadrature du cercle; ainsi nous aurcms:

r
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1 1
}-)5 =7 Vﬂ:

1 1.3 1.3 1.5 94t 94 - /167t
)"fda?(l;)?fd‘”(l;)sfd$(l;)“ﬂ—”—54_ T anﬁ—l/ﬁ 4

Sl‘n? E]D"“g’”
."1 1.2 i.s i.4 R - 19073 Ve 120 /3225
yo [dw (12)F fde (1)E fde (1) fde () = = gm"'e?VT‘

6% sin—— sin —
6 - .

6 o
ous conclaons qu'il y aura en général:

n—1

; ) , !
. o -1?1 {T"- 1T i.'2.3”’.k(,_i Q”‘—lygn—l .
[ fae Gy e fangd) T eyt

| théoréme est tout & fait digne dattention.

#9.*1a" tomparaison dé ces formules peut étre poussée plus loin, en considérant ce théoréme

'

fm‘z'_ldm _ ‘r'w"“'—.'s'"l dmn

23

1/({ _mn)ﬁ — J;’/(i _xn)n—'a’

théoréme précédent tiré du § 21 se change aussi en d'autres formes. Ensuite, les formules

29 fournissent les comparaisons suivantes:

r e ¥ r "l gy - ., omm Gk ;
. - == sin ?:S]_ﬂ '—;.7

B —amymt Sy — gy

£ Nmrit—1 . x . kx
r o= da . f,; = dao — gin ﬂ; . sin =

J"lt/(‘l _ mn)n—-plt—-m ) a— mn}n+k——¢

me—1 3o R

oM .
=510 —: 810 —»
n n

f w1 gy .=
g et g

4

pr—h—1 gy .l e 1 bz
k .

=sin 2% : sin
Il Z I o

S derniéres se déduisent de la premiére, puisqu'au liew de #z et % on peut meitre n—m et

Maintenant, puisque

f a1 gy _n——lc/‘m”""‘"‘—ld.ﬂ
; r——

il >
VA —gymvk ™

encore cette comparaison:

lg';i Op. posthuma T. 1. ’ ’ ”
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. mk—ldm rmm"'"““‘ldm n—k ., msx . km ot ,
fu c * Jm = sin —— : sin - - N L )
i T V(A—gnynk Y gmmE ™ " G : )
" ! . | . " L . ' ;‘ ! e ‘ ! ¥
et prenant pour m un nombre negatlf Loy Ea T s s { h
p ot e [ —ldg  n—k . mw i kv ‘
Jn ) H Ja — py sin - - 510 T, s
V—a—m y(—prpmm M R e ba
sui{?a‘ntes; B o ' R

d’oli nous tirons les comparaisons particuliéres
o mde dz .. . ’
f;' — F 7—5111 i
V(L —at) V(i—m4)3 "

-Sln"“':_“l V2,

[ ewd r dx .oom ., 2w .
R = sin = sin 7> : . S
. : 7/(1 "’5)‘£ "/(i—‘-”s)'*- s i L e © s C Ir; B
d rd . .2 o
Jr b 'f d Slll“:;— H Sl]l?:ra
‘l/(’l —af)3 ‘l/(i 1—af " b e e M
2d i d . -
f el ;;251"%:513256’-':‘
1/(1 5)2 o ‘;/(Jl—-ass)2 s
rwm ’Fw :3sm£:smgm- .
b .5 , N
Vitp s o T R Y EF S T S RS RS 1 i'ﬁl?ﬂ

Jf/(i-aﬁ) T —o9

dans les express:ons des formules

[dw (5% fdz @)k faz 21V fao @
et d’abord ‘le nombre de toutes: .les;=dites=:fqrmules_ étant 16, il y. a Im ‘qui- dt,pendent de: Ta: quad
ture du cercle. e et el et SR D
s dx o Frd . /- :cdm 4
— e

Jis/(i 9“5)::' B s:n%’ T/(i—-ws)ﬂ T si:n‘?

j‘ axds 0w - ome f #ide . m
= A =
2 Va—a) e T

N e e
V(1 —a%)? Esi::l%'r " 5sin.¢5—.~ :
‘ !

l.

Pour les autres 12 la réduction générale fournit
r gde o~ dm ,

a0 '_

_/; otdr /C }difa, , '

. 'V(l-—.—ﬁ)-z . -,/(1 ) AT RN : RN L ‘_,.,-"f
\ f x% da f(‘ sdx , A
Vs V—ay S

r z3dx - p atde . ' ; :

Ensuite nous venons de trouver:
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zads sin
Y = 2?2 5in

o dxl, L
frr i
11— xf)t

4T e
. 4. d.’E Tyt T U TP R e S
Jlalel L LE G e ST

‘l/(i — )8
LT

'
v

:r'f wtdm .
}

1]

adx sin

15/(1 — b sin
| . f i

ks | enb

_(' zedr - "9 sin

gty | e

1/(1 — ma)z sin

i a:“d‘.'z: i Coe '
f, ;
ey

V{1 —z)

fow b [omdm 2w

J-f/'(i —z%) T sin

s mlr“-

R

L+ AT

HkgteNes on- “peéut’ a]outer les ‘produits de deux- télles formuiles rapportées ‘au § a5 pour™le cas

n-——-s R
i e e Ey

50. Si nous examinons tottes ces égalités, nous trouvons que ces {2 formules se réduisent

4 'deux: posouns pour abréger

.’)’_——“H ":'oc!"—sihqﬂ“':'/é sm‘lqE :
:f/ci;-:mS)’ R '

f y“dw, de cetle maniére S Cn

fy"dm_ fy'yda:; fa:y‘d:r—fysdm- me ‘dw—fyydw fw y‘dw———a

fride=>% [r*dz; fw2T3d*~'*—— f“" ylde= 5ﬁfwdw
o "y

..;_\\

f“’yzd‘m—“p fwy2d$—_5[3f3dm f ygdm“waijm

] ,
fydm:g;; f*’”?’d“’ 5.Bf e f ydm_iﬂafy*dm fw rde= o

v ﬁxAAB ‘ |
fd“’(]' )5 Ve el e
S g ‘ TR B . ‘
e P

fd= l—) —31/55 pzjm

'_'h‘-_ T ‘. H “
Ve 1300 RREREN S A

"; ot o ‘]'da:(l—)? Wf'VmaﬂpAA‘i?

ny 3.4 De: 18, mous,, voyons que. non - .seulement lg..produit; de toutes,ces qglatre formules dépend

....... E

uniquement de la quadrature du cercle, mais aussi:de produit . de;. deux - dont les exposants, font:

B il

Wik
LR

fda:(l-—)ﬁ-fdm(L )s
rogmes bl oo me ey 5-‘?"“1 gty g oigil duieeolEsn gl

*

eiia
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Outre cela, nous en pourrons: dedmre ces éoahtes. =

(fdw(l )) fd (.z,w %“—- —‘i“f—mxg—g,

-;/(1 ‘35)4

(fdw(l )) __ ey : r 4z

. 5% mﬂ; JV(i —af)?

i

m.l—'-‘

fd= (z

.32. , Si nous joignons ces déterminations  aux. precédentes Aous en, pourrons, tlrer les; 9011, A
. TR

sions gcnérales stivantes:

.82 sm’{% i
: TR ; G G g G B eunsrnnd aes aelpod
. ‘fdm (li)z'fdﬂ: (ll)gz sr . i lm i u‘
ol 42 5in = f R 1 DA B
o : “ . e -
R L 2
. 5? sm? : o o
t \ L : T ;
Ii.
sk Py

i Toes "
. P o e, - )
':‘n_m . m(ﬂ—-m)n' L
;) P {,%,_—ﬂl“ r R LY JEE'G_&) §£
nn sin —
RPN L i e n
donc puisque . P LTS 1
== n—1 X
da (1) =220 fda (1)
fde (=) " =T fda (=) "
nous aurons: L : |
S o ]

G5y, 44 Cotte! derniere - ‘égalité'ise peut’ alsément damontrer immédiatement. efr: développanb;fﬂ €

Ie p]us sinaple; od Texposant’ est-un ‘ndmbre entiepss . in ol s s

fdm(l-—) =1-2:3.0000 0

[

i LI o
OI' ceife expresswu ﬁme se peut =expnmer par un produxt mﬁm, comme.

K a
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PE BT - DT I | 34 2 4.4 3
Jaz(z) =(3) 150 (3) 5 (3) “Fama ol
. mn .
Posons maintenant 3,.._—:;; pour avoir:
1.7 9.7 n 3.2 9n iE 3n
fdm (l:) - (T) nem (E) ) 2n+m- (‘3_) ’ 37 -1-m ete.
" ot faisons aussi m négatif: -
—m —_ — —m
2\ n 3 In 4\ 7m0 3n
‘ ./‘dm (L ) (T) Th—m ("i) "9n—m (3) dn—m ete.
“ Le produit de ces deux formules donne évidemment:
nrn 4nn Qnn msm
) - . etc,. —m———
Vel i ... . - ;n—mm, 4nan—mm Snn-—mm C . MmaT
JEITER N : - . : i ——
n
5% Nous pourrons pousser plus loin ces recherches, car puisque
" r ? P
s 27 0m 3\ 2n
. Jao @) = ()" i (3)" gy e
g g ' g
1 _ /2w n 3.7 in
- fd:n(l;) —(T) “nrg (2) 2n-+ ¢ etc.,
S p—}-q
T T 3 \m 20
fdm(l ) _( ) Ty ( ) ‘n-rprg ete.
- Le produit des deux premiéres divisé par la derniére, donne:
1 2 1 L
— n - — .
fd.'n(lm) ﬁm(zm) _nfrrpa-g)  B2n(@na-p-q) etc
-y
e e g (g @Gurp) @nrg ST
JSiz (1—) o
dont la valeur est
et Pl g pg p oP—lax pg p o7lda
Fi3 = == Tl !
I R R A T
u bien aussi: '
=q fo" " da V(1 —a"P =p faP— de V(1—a")7,
formule qui conduit & Ja précédente, quand on pose p=m et ¢g=—m. De méme, on trouvera
a valeur de
2 A |
dn (1 =)" » fda (I—Y" . —)° N
Sz ( a:) Jiéz( m} fd‘”(lw) . pqr ’ =1z . f:np""'l"'lda; -
- prgr Trger Sy ey g gy
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fournit encore la vaIeur dés formules *Lranscendantes sulvantes quand on met aprLs lmtegra

@ =1: . cuerr sy o L dmnoialso s
: dz 1 2 dx .
. ) ‘m‘zi_w‘_—:\ = l(l+ae_)7._— L

o, B i . " " . B ~ b ) |

' : Agen | w2 | ' '
o fleqyiren
1—z 8

‘ (;-gr‘

et ces autres, plus composées:

[dz - da rda: - T 90’” j-dm fdmf l(‘l ),=z£_4,

e e 720
T T i ol =

Or, il ne parait aucune route du‘ecte qm nous pourralt mener: a ces détermlnatlons,vﬁ_____

par cela méme, d’autant plus 'daitention.
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