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M in.fm et ex m in K M-demittantar perpendicula: Mp 6F g evel ﬁet Lm = y-+-dy‘-—i-ds et
s z—dr, Jam ob Lp=LM et kgq=Fkm fiet - T IE T I

lmp_...-L.'?l——LMr—'dy—l—dS et Mq_kakm:—dr—-dz' Lunde "erit: mp—Mq

““gltur trlangula rectangula Mpm et mgM jraeter communem hypotenusam Mm habeant latera

Pi‘ét Mq acquaha erunt Ipsa aequalla ac similia, ldeoque Mp—mq ei. ang Mmp ,._ang qu

. T .t ,
DT VI

Quod51 jam ducatur tangens TM?” erlt ang Mmp —LMT eL ang mMg —-IQ’IW hancque
] 11-en:l ang Lm T—KMV ita ut. tangens TMV utrinque aequahter inclinetur ad du‘ectwnes ﬁh
{‘1%%_.# ef, M_’K Cum Igitor radu lllcldl a superﬁcle refllectente ita reﬂectantur ut, angulus mmdentxae
equal!s sit angulo reﬂcxloms, manifestum est si curva CMc proprietate radios reflectendi O‘audeat

mducuntur.

Caput IV

i i e 0 I £ T ‘f*wtr : i

De tangentlbus curvarum, 1n certis locis 1nvemendls

_ Etsi praecepta hactenus tradita Iatissime. patent, atque tangeniibus ad singula cujusque
‘turvae puncta inveniendis sﬁ-fﬁciunt;r- tamen’ dantur casus, | quibus expedit regulis particularibus, ad
08} casus -accommodatis; utiguam regulas generales eo fransferre. Hi autem casus potissimum ogcur-=
unt, quando alterutra biparum quantltatum varlablhum vel evanescit, vel in infinitum, excrescit,  Si
enim in his locis pos:tlo tangentls investiganda sut uon opus est, Ut omnes aequatloms termini con-
&eren ur totaque aequatlo dlﬁerentletur, sed quia l:us casibus plures termini’ 1‘e5pectu rehquorum
unt, his praetermlsms, operatio summopere contrabitur, ef, quamvis aeqiatio sit maxime
"r“"ta tdmen faclh negotm hls casibus, thus altera varlahlllum veI evanescit, vel in 1nﬂmtum

S .. . PSRN I . .

G ye o :LT [ 3 mot I

prout altera varlablhum vel

H .
Lyl i biad

I hanc :'ﬂ)lblt formam y LG, ‘antis"4d ‘nostrun fnstitutum sufﬁmet p051t10nem tan-

T

arum curvaram nosse, quando vel ‘& vel ¥ ‘niliilo aequahs assumitur,
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per. exl;rqchonem I‘alelS tolleretur HIS lgltur cambus omlssm, quemadmodum pro. cetens

A P AT

tangentls quando vel %, veI y mhllo aeqm]ls pomtur, snt comparata, erlt dlsplmendum
qu1dem, 31 uterque exponens m et n fuerit numerus afﬁrmatwus mamfestum est posito a

=0, "ot vicissim. Sm autem horum exponentlum met B alter fuent afﬁrm fivu

quogue y
negatlvus, “tum posﬂ:o €r== 0 erlt y' __oo, ac vmlssnm st “sit y'_— O erit a,'__oo P oba

recordandum ‘ést, ttrum’ aequatm ¥ = Ca: ex aequatwne prop031ta sit nata facto :n__()

=0, quo eadem hypothesns in tangentls mvestlgatlone retmeatur.

) .i..
S :

lp. Ponamus 10~1tur aequatwnem prop051tam quamcunque posnto @ evanescente coalmsse

,.

¥y .—Cm et utrumque exponentum m et n esse affirmat:vum, ita at ‘stmul sit y_O_ Ad

tem ergo huJus curyac, mvemendam dlﬁ’erentletur _aequatio: habebltur

dy‘ : ‘nCmn"'"l : na:n'_‘l .PY. Ll
me—1 A =1 FL AT __;;_.-__-_-“u;- Y
my dy= nC’m dz; unde e =T = A ma

dy n-—m B
At est y=C"" ™" jdeoque erit d—m-:— C’" :

Expru:mt autem —y tangentem anguh quem tangens curvae facit cum axe, in quo absr

L i f

1 n—-m B

C’" ;e posﬂ:o z

. 5. Quando ergo in aequatlone y '— Ca;f ad quam posﬂ;o @ evanescente _
quam n fuerit numerus afﬁrmatxvus, atque. 1de0 curva_in ipso, absclssarum prmc1p10 ase

tres, oceurrunt casus consxderandl -quorum prlmus est sﬂ; n>m seu.- m<n._ Hoc casu

generali est decldtndum. Lex coutmmtat:s autem postulat
hUJllSU]Odl arcus haheat et Sl plures fuermt

cum ‘naturam curvedinis sumus evoluturl clarlus pateblt
mves‘mgemus ‘quonam tractu curva ulterius proccdat hie noh curamus sed mi'ra ca

T . y o 1 Wi f,."‘l',u
in hac mvustlgatlone utendum est; accuratms tradentur. v
RTINS ; AT A SR X U

. e
. G Secundus casus est s fuer:t m>n atque tangens curvae (I‘lg 39) in puncto xji 0T
ad axem AB H:s lgnur cas:hus recta DA T axem m 4 perpendrcularlter tra

tauget unde rami curvae ex A ﬁlterms progred:en‘ces erunt vel AM vel AN vel A,ﬂ

lOI'm Il Hek!




Institutionum  Caleuly differentialis Sectio III. Cap. 4. 385

i

200 tio-y”=Cx" abit in han¢ y = Cz, paturam lineae rectae exprimens. Tangens igitur curvae,
iﬁqua posito =0 hace acquatio y = Ca est nata, (Fig- 50) ad axem 4B erit inclinata angulo B A D,
gins, tangens est = C, sicque recta DA T curvam in puncto 4 tangei. Figura igitur curvedinis
qpe A erit vel AM vel 4N, vel dm vel An, atque vel ex duchus, vel quatuor, vel sex etc.
Hugmodi ramis consistel. De vero autem curvae tractu tam aniecedentia quam consequentia versus
. ic. nlil‘li] certi statuere licet, nisi reliquorum quogue aequationis lerminorum hic ueglc@torum ratio

peatur. Interim tamen binc ad quemcunque horum casuum aequatio curvac facto & =20 perdu—

¢ aequationem per extractionem radicis ad simpliciorem formam deprimi posse. Hoc autem ita

lligendum est, nisi extractio ob signum quantitatis € impediatur.  Si enim communis divisor

.%"gr‘i‘b s finitis ipsius « pullac applicatae respondent; interim tamen facto @ =0 manifestum est
p et v =0. His igitur casibus aequatio pertinet ad unicum punctum in initio abscissarum positum,
T : : K EER

curvae, ex quibus hujusmodi aequationes pro @==0 proveniunt, nulles habebunt ramos per

‘8. Sin autem in aequatione binomia 7" = Cx", ad quam posito & =0 pervenitur, exponens
erit numerus negativas, tum valori x=0 respondebit valor y=co, sicque (Fig. 1) applicata in
cto 4 erit infinite magna. Tangens autem anguli, quem tangens in hoc loco cum curva constituit,

H—n

n L A—m . ’ o, . ) i sy om
= (=g, quae ob n numerum negativum; posifo @ — 0, semper fit infinita, isque angulus

habebit. Sin autem, ut ante meminimus, uterque exponens m et n fuerit numerus par, et C

.

ntitas negativa, tum aequatio casu guoque z==0 erit imaginaria, nisi forte dicere velimus cur-

onendo y = a —+ z ad priorem reducitur, quippe z evanescet posito x==0. Cum autem haec
tutio, praesertim si aequatio proposita pluribus constet terminis, non parum molestiae pareret,

Ditmgdum trademus, cujus ope sine hac substitutione tangens definiri queat. Ceterum aequationes

ediendi; tam quod in hoc genere sint simplicissimae, quam quod aequationes utcunque compositae

Euleri Op, posthuma T. I ¥



386 ~ L. EULERI OPERA POSTHUMA.

casa 2=—0 ad binomiales reducantur. Quemadmodim. ergo . haec. reductio sit instituenda; ‘hi
prllcemus, atque ejusmodi regulas pro disponendis: terminis aequationam trademus, - quarting

deinceps quoque natura curvedinis ramorumgque inflexio facile definiri queat.

quidem termini .continentes evanescerent, nisi y valorem induoat infinitum, sed inter “hos.
terminos evanescentes gradus distingui conveniet, qui inter se rationem mﬁmtam tenent. Hu]u
progressnonem constitaunt sequentes termini. T

1, &, o «°, 2%, a°, xf,

ete.,
terminus sit infinities minor praecedente infinitiesque major sequente. Similiter erunt comparitse
sequentes series, quicungue valor alteri variabili ¥ conveniai: - ST
‘ 2 % § an ] '
’ D",ﬁyamﬁ”:maj"rmﬁf‘:mhetc-a
2 2 2402 3 nn2 L) L
yh, ey, Tyt 2y, &y, a2y, ete.,

et generalifer

T

) n 2 al® 3 aplt i aald 5
T:mysmﬁ":my'a'm'y'amb”s'e‘?c-

buntur. Quo igitur orde terminorum, secundum quem alii prae aliis evanescunt, famhus persplcl
rejectis coei'ﬁcwntlbus constantibus termml ita dlsponantur

0,1 ;2,3 L% 5,6,

1 ) y‘ ? y2 . ) y3 2 yk 7 y!s ,.li);‘ﬁ”. ?. eltc"\

wy , zy? , ay®, zyt, xyt, @y’ , ete,

2y, 2yt oaty?, atyt, alyS: w2y6 etc., .- . ..
1 may., mayz, m3y3, ;nayfi mﬂy w J,.? etc’

xh, why, oty byt oyt atyd, xfyb eic.,

xS, a:.‘s_y‘, wﬁyj’ msy.aj msy‘", wsys’ wsxﬁ’ etc.,

- e
8] B
\lm Y]

8

L
:

8, mﬁy’ ac“y2 mﬁy?' zbyt, xbys, a’:“y“, ete.,
2", 27y, a7y, a'yd, 2yt a7y, a"yb, ete,
ete. efe. eté.  ete. ete. elc. . ete.

a

tantum termini cujusque seriei verticalis relinguantur, ac rehqm rejici queant. .In.‘.hoc
schemate assumsimus in aequatione proposita omnes terminos occurrere, ita ut hoc case, 'qu

termini supremae seriei horizontalis omnes remaneant; ex qua y obtineret unum pluresve:¥

termini in' computum venient. Sicque contingere potest, ut termini residui.non in: eade
horizontali sint constituti. i

.
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43, - ‘Terminis. hoc modo superfluis expunctis tot remanchbunt termini, quot habebuntur series
ales; sicque aequatio plerumque ad satis paucos terminos reducitur.. Horum autem terminorum
jduorum non omnes semper inter se erunt homogenei, sed denuo aliqui prae reliquis evanescent.
modo. igitor isti termini, qui prae ceteris evanescunt, sint dignoscendi, nobis prhcandmn restat.

)

pamus dtaque supremos cujusque columnae verticalis terminog relictos esse

xt, aly, o'y?, aly?, atyt, oty ete.,
orum"fquinam sint inter se homogenei, vel prae reliquis evanescant, dispiciamus. Fingamus duos
vis Terminos, puta x® et af y inter se esse bomogeneos, statimgue pateblt utrum reliqui termini
is sint homogenei, vel iis infinities minores, vel infinities majores. Qui autem fuerint homo-
el omnes . erunt retinendi, qui infinities minores rejiciendi; sin autem nonnulli reperiantur infinities
§j9 es, hi soli retineantur, cum prac bis et illi, gquos assumseramus, evanescant.

1%, Ad hoc autem judicium rite instituendnm notasse sufficiet, si in progressione geomeirica
""B"(iui'cunque termini fuerint homogenei, simul omnes tam antecedentes quam medios et sequentes
ore homogeneos. Terminos enim. Bomogencos vocamus, quorum est ratio infinita; hinc si in
réssione  geoinetrica duo termini Labuerint rationem finitam, necesse est, ut singuli inter se
in quoque finitam teneant. Quare si termini @” et oy siot homogenei, omnes termini hujus

fessmms geometrlcae inter se erunt homogenei

: w , :cﬁy, 9325_“ o2, 3'6““2“3" zh— 3“y", ele.

em"sxt 7> 26—, termmus aly? prae 1]113 z* et @’y evanescet; sin autem 7<2£——a ‘tum
ermini x* et a:ﬁy prae hoc ay® ipsi evanescent, SImlllque modo rehqm termini leudlcabuntur.

4f—¢ = 7 I 24 . ac—f
x*, oy, 2 ¥y, e

. " 8 : °
z* 33’, m’.y2 , wy3 , ;wfaf,,;c?y"‘ e‘uc-,

Sin autem quis terminus

'E."
b—l-

riori ﬁat 1nﬁmte magnus respectu superiorum, tum is in. locum binorum illorum ‘termi-
}Jub hoe jugdicium petivimus, - assumatur, eademque operatio denuc instituatur, et quoties

hini t;proqppa IS, mfimtws .majores, oceurrunt, tam diu_reiteretur .donec omnes; I;ermlm ey

& : . .
? '53-3”3; e.t'c’a ’ s
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cum binis assumtis vel prodeant homogenei; vel prae-iis evanescant. -+ Hocque: modo - tandem’
nietur ad’ aequationem duebos - pluribusve - terminis constantem, qua natura ctrvae in loc
exprimeiur, ex qua. deineeps non difficile erit tangentis positionem definire. .

17. Quodsi ergo hoc modo plures termini relinquanfur, ii progressionem geomelricain cong

tuent, atque ex hac consideratione facile est istos terminos mechanice determinare eo ‘sciliic'_

progredxuntur in directum fore, dlSpOSlLOS.‘ ‘Sic linea- aa per puncta media cellularum transif; g
quibus - reperiuntur termini isti progressionem geometmcam tenentes: %, x'y, xdy?, x*y?, myw
Linca autem ¥ transit per puncta media cellularum «®, x®y?, @y, ¥°, et linea cc per puneta. meg
cellularum @, 2?y?, «®y*, x'yS, atque linea dd ducta est per puncta media cellularum, quae hang

praehent progressionem geometricam: y, my?, x®y®, a®yt, o'y’ =7y%

sionem: geomeiricam formabunt; ideoque si eorum duo fuerint homogenei, omnes. erunt. homoge
Deinde ex ante expositis facile liquet, omnes terminos, qui supra hujusmodi lineam rectam cad;

1'espectu eorum, qui in ipsa hac linea sint positi, fore mﬁmte magnos, ferminos autem, qui hifpa:

posﬂ:o scﬂ[cet a:_O Sl enim series vextxcales 1nterpolentur, termlm lnterpolatl omnes

loca 111 lmeam rectam 1nc1dunt prowessnonem geometrlmm constituent quorum respectu su e'

a3 1
]

N ot 2 . [ 4 2 anlt e e
--._..;...-wf,rr—w-y,-wgy—z,-wgya,--——my-‘-;—f-m---r T R e S e T T

19. Si-igitur ejusmodi termini desiderentur, quorum respectu reliqui omnes pro nihilo hah

queant, linea recta per duos ejusmodi terminos duci debebit, ut supra eam nulli prorsus:fermi

existant. Unde si aequationis propositae singuli termini in cellulas ipsis convenientes hujus paral

© Si linea’ récta ‘hae modo-ducta duos-tantum terminos exhibeat, habelitur aequatlo

p'rc)*"curvar in"loéo =0, ejusque ergo tangens per praecepta-ante tradita -invenietur, 'nigh Imea’
: ‘ N . ey T ol Doyl ] AR
casu tangers: ex ‘bis''duobus terminis definiri nequit. ' Hoc ergo’easu ‘régula motw sibi-*paralleld it

resultante tangens definiatur. Cum edim reliqui termini prae his de novo adjectis evanescap
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quatio’ pro curva erit completa in loco ax==10, nisi forte et isti novi termini evanescant, si ipsi y
walor ant
simo inventis valor finitus pro y puta y =

¢ inventus tribuator. His ergo incommodis ut remedium afferatur, expediet, si ex terminis

a foerit inventus, ut substitutione y — a -~z utamur,
peque aequationem inler x et z modo supra descripto examini subjiciamus.

-2-[, Verum si hane substitutionem y == a -z evitare velimus, invento valore finito y =g,
i .eren‘uetur tota acquatio propesita, quaeraturque ratio i—i- Tum in expressione inventa fat ubique
é— 0 et y == a, sicque prodibit tangens anguli, quem tangens curvae in isto puncto cum directione

ax;s constituit. Hoc modo ctiam, si forte applicata y plures habuerit valores {initos, puta y=dq,

,._b; y=c¢, elc., pro singulis ex cadem {'ormula — posntlo tangentis reperietur; cum’ si substi-
tﬁ one uti voluerimus, pro unoquoque valore lpsms y peculiarem suabstitulionem fieri oporteret.
eruinque etiam in differentiatione aequationis plures terminos omittere licel, ac saepenumero sufficit
regulae proximum terminorum ordinem adjicere; cum tamen dentur casus, quibus ad ultimum
gsque terminornm ordinem procedendum est, consultius est totam aequationem differentiare, quam
¢sione terminorum errorem in determinatione tangenlis committere.

“59." Facilius autem judicare licebit, utrum aliquot 'acquationis terminos omittere liceal, si
,’q'ﬁ'aitio proposita secundum dimensiones ipsius x disponatur, atque factores harum potestatum in
yfslofés resolvantur, [ta si hujusmodi aequatio fuerit proposita
| (a—y)'—3(a—y)Pe+2(a—y) e — (a—y)2*+ai= a;—E,
;1:bi posito =0 fit y==a, in differentiatione nulli termini praeter ultimum rejici poterunt, sicque

quinque terminorum eordings, gquos promotio regulae horizontaliler deorsum facta indicat, assumi

gportebit. Fiet enim

—Ipdy(a-—y)3+ Sdy (a—y)x — hdy(a—y)ze +dy.x® — 3da:(a——-y)3+lmda:(a—-y)
Fztdx

3redr(a—y) 4 balde = )

4

dy 3(a—y)®— dw(a—y)2 - Saz{a—y) — 42° 4 57“"’

dr . —4 (a—y)%+9 (a—y) 22 — 4 (@—y) Zm~1-2°

sen

statuatur jam y =a et & =0, et quia in singulis terminis cyphra ires habet dimensiones, practer

i

7' — 328 Qrzee — zat 4+ = (.
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Ponatur z=pw, ut sit p'—3p*+ 2pp—p—1=0, cnjus radices, ,quarum duge ~suniy

p=1 ¢t p_.22{]55 proxime , .~dabunt -aequationes : pro’ linei$ rectis, quae erunt Ang:

totldem curvac ramorum per initium abscissarum transeuntlum radices verg binae. imagina

l‘elmquat cam prae ceteris commendamus. Quotles ergo evenit, ut regula in situ homontah ter

aequahoms eligendos mdlcet quo casu utique semper SUI)I'E[DIS cellulis erit applicata, cum aeq Al

quia alias per z foret dwls:blhs
valor ﬁmtus pro .y inde resultans ope substitutionis eliminetur,

semper unum saltem terminum ex serie suprema contineat,

atque aequatio inter @ et

variabilem introductam denuo ad parallelogrammum examinetur. Hoc ergo modo sﬁ,us e

horizontales, qui tangentis positionem non determinant, excluduntur, atque omnis mvestngatlo

regulac obliquos reducitur, ex quibus valor ipsius y Semper vel =0 vel =co L]lCltUI‘
casibus determinatio tangentis est in promtu.

25.  Si enim regula secundum praecepia ante tradita applicata situm tenet obllquum .va

vel plures suppeditabit terminos, ex qu1bus auquatlo utramque variabilem o et y contmens conﬁ

ex qua proplerea tangentis positio detormlnatur' si. enim duoos tantum praeheat termlnos

inde hujusmodi orietur: y™= Cx", ex qua langentem jam supra definivimus.
plaresve terminos exhibeat, ii erunt in progressione geometrica, atque hujusinodi aequafi_olie__m
curva praebebunt: T k - : ST
| A= By - Ca?y2 4L Dwa”’y“_,_ Ea:4’”y4"+ ete. =0,
qude posits ' By __'p indust hanc' formam &= - o , :
A+ Bp —+ Cp -+ Dp* - Epé i ote, — 0,

Ex hac eliciantur omnes radices reales ipsius. P> QUL Sintp ==, p=42,

p =, etc.,.undetptid
prodibunt aequationes inter z et _'y' binomiales

Y—C‘ "y =0, " y'—_y, ete.,

quibus totidem curvae rami cum tamgentibus: ‘assignantur, Radices autem 1magmarlae absentia

applicatarum, quae abscissae @ = 0 respondeant, indicant, wvel puncta conjugata, uti ante Ja

nuimus. Binae autem radices imaginariae puncta conjiigata sine - tangentibus indicabunt;™

26. Interdum autem fieri potest, ut regula dpobus pluribusve. madis ita duobus. “sup

terminis applicari queat, ut wulli termini supra eam compaleant Quod evenit si curva plure

ramos absecissae & =10 respondemes swque smgulorum horum ramorum-’ tangentes 1nm:.l;esce::flfi
investigatio tangentium, quo “facilius perspiciatir, su:nulque usus parallelooramml ‘Neutoniani-

e I L B
explicetur, exempla aliquot adjungamus, in quibus omnes isti casus diversi occurrant ita ut 1100_

facile cognoscere queamns, quot curvae rami abscissae x — () respondeant, et quales’

tangentes in hee loco, sive rami in infinitom excurrant, sive in spatio finito subsistant.

i

Exelnpluln 1. roposzm curva hac aequaiwne contenia

x —xy+2y -+ 2x'— 3x*y? — 3x?y3— 2xyt - hx3yi gt y~—1—-5x"y 5yh g Bxh

tneenire fangentes ejus ramorum abscissae x = respondeniium,
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Rejectis -coéfficientibus, si termini hujus aequationis in parallelogrammom mode ante descripto
pibantar, apparebit regulam triplici modo ita ad duos terminos applicari posse, ut supra eam
5illi pprorsus termini appareant, quos regulae situs in {igura 43 lineae Aa, Bb, Ce, repraesentant.
smus . silus Aa, qui terminos xx et xy prachet, indicat curvam propositam ad abscissarum initinm

um_ habere aequatione hac @z — wy =10 (reliquis nempe terminis omnibus neglectis) expressum,

a;;,pelﬂw divisa concludimus rectam hac aequatione @ -y =0 contentam fore hujus - rami’ tan-
'ptem.-z_ Altera regulae positio Bb terminos y? et xy’ tantum relinguit, unde aequatio nascitur
?ﬁ__fzmy":O sew ¥ —ay =20, quae aequalio cum sit pro hyperbola, patet hanc hyperholam
; g -gasu @ =0 curvae propositae partem constituere: fit nempe applicata y infinite magna simulgue
pgens curvae existit.  Ex tertio regulae situ oritur acquatio his duobus terminis contenta:
Gy a-baty’ =0, seu {-—2x°y =0, et linca hyperbolica hac aequatione confenta naturam
6fﬁm ramorum hujus curvae pro 'z==0 repracsentabit. Geminas ergo hacc curva habebit asymtotas
axem in initio abscissarum normales, alteram naturae 1 —axy =—20, alteram 1 -—29333/': 0.
Pragterea vero ramus axem in initio abscissarum -sub angulo semirecto intersecabit, cum ejus tangens
lsftr*recta hac aequatlone & =y expressa.

roposzta curva hac aequatmne conlenla

, regula iterum triplici modo
s térainis ita appllcal i potest, ut nulli reliquorum supra promineant (Frg. ¥%). Ac prima quidem positio
& hos ', @y, xy®, unde haec acquatio oritur- @*— 3aly 4- 22y =0
cujus curva cum proposita pro casu x— 0 congruit. Complectitur
' haec aequatio primum lineam rectam o — ¥y =0, quae ergo erit tangens curvae in abscissa~
um"'.i'iiii;ﬁo- tum vero aequationem xx — 2xy — 2yy =0, sen w=1y(12=7/3), unde denuo duae
ngentes ad axem obliquae resultant, ita ut“hin(': curva proposita tres obtineat ramos in asis
Altera regulae positio Bb dat terminos xy® et y®, seu hanc aequationem
=0 sive 2yy =g, unde tangens quoque ad axem perpendicularis oritur, ‘et ramum
frvi ¢ per axis initium perpendiculariter trajicientem indicat. Tertia regulae positio dat terminos
et '@y, hincque aequationem hanc: —hyS— 2%y7=0, seu 2°y2==%, unde in initio axis fit

TrEon
Y

fur ahsclssarum quatuor rami curvae se mutuo mtersecant sicque punctum quadruplex constituunt.
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utCe, feri -quoque possunt horizontales ;i quem- autem casums; cum positionem rtaﬁgenti
indicet, . ob-rationem ante allegatam, removimus.. ,"” T R

++.28, +Quo clarius intelligatar; qiomodo ex Tegulae inclinatione judiciom ‘sit f'erendum 16}
EF linca horizontalis et-lineac:La; -Ec, Ee referant situs regulae a sinistra dextrorsim: ascell
AB sitam 1egulae horizontalem, et b I, ¢ F, fF situs regulae descendentes. * Jam igiturman;
est situs regulae ascéndentes’ applicatas  semper evanescentes praehere,- ita ut quot hine repe g

aequationis -radices; ‘1ol curva- habitura 'sit applicatas™evanescentes, quae!abscissae x==0 respo

respondent; -at situs descendentes omnes OF, .¢F; fF praebebunt applicatas infinite magnag
initio insigtentes; quac ideo totidém ramos curvae in infinitum extensos declarabunt.  Hine
omnia curvae puncta, quae ad abscissam evanescentem = 0 pertinent, una quasi operation
niuntur, Si’*&feaea- in axem incidant, sive ab eo intervallo finito sint remota, sive infinito: = &

29. Quoumm autem hic non tantum ipsa curvae puncta quae absmssae w-—O T ]

spectamus, “sed etlam positionem tangentis,

requnrlmus hoc quoque ex sitn regulae colligere licet, nisi is fuerat horlzontahs

trajecti constntuunt cum 'sit huJus formae ' ' S

0 —a—;-fy+yy2—|—3y'3 -+ ey""—l— étc.,

aequatlo habuerlt radmes reales ﬁmtas achces emm, si quas farte hahet evanescentes ob
simul per rehquos regulae, S]tllS mdlcantur Cum Igltur radlces hae. ﬁmtae per hUJUSIDOdl
=¢ etc., mdlcentur praeter dlstantlas horum puncLorum curvae, ab

-colhgxtm unde tractus xrammum curvae, qul per axis mlhum transeunt 1nuotescﬂ; 'Ex _cOﬂS
epim parallelogrammi, si ejus ctllluhe fiant quadratae, facile perspicitur, si regulae . pos”m E;
linea horizontali E£F angulum semirectam Fie comprehendat tangentes indicari obllquas‘
termini, qui a regula rajiciuntur, aequationem homogeneam hujusmodi 4

Ax™+ Ba™ 'y 4= Cx™ 2y D™ 3 yP - ete. =0
dabunt;. cujus factores simplices reales ow—~~ Gy ==0 tolidem praeliebunt lineas rectas:

obliquas, (uae ‘erunt curvae tangeniés in axis initio. ' Factores autem imaginarii, ‘qui contil

factoribus. realibus secundi ordinis, veluti exx + Szy —+ yyy =0, quia iis posms p==ie
tamen sa‘tisﬁ'l;; mdmabunt'puncta ‘curvae conjugata, a -tractu ramorum separatai fimi. qu

tangeutium conceptus non habet locum,
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:31, Si regula sursum vergens Ea majorem semirecto angulum cum linea horizontali EF con-
pit, termini, qui ab ea trajicinntur, erunt bhujusmodi I. Ae? 4 By =10, 1. 42®+ By =0,
Az By?=0, IV. datBy=0, V. Az‘+ Buly - Cy*=0, VI dz'~+By'=0 etc,
in, quibus numerus dimensionum ab @ et y ortarum decrescit secundum progressiopem arithmeticam,

w7

qmdem plures duobus fuerint termini. Mis casibus quidem semper punctum curvae, in axe, ob

=0 indicatur, sed tangens tantum ecxhibefur, cum acquatio non fuerit imaginaria,

,m;anifestumque est langentem, si quae datur, in ipsum axem incidere. Quodsi aequalio ut V pluris

sin aulem sint imaginarii, bini pracbebunt puncla conjugata, quae

quae ex § praccedente sunt orta, siquidem discrimen inter

v 32, Si regula sursum vergens Ee cum borizontali EF faciat angulum semirecto minorem, .in
ﬁg@_ationibus inde orlis dimensiones ipsarum 2« et y aequabiliter -crescent, ecruntque hujusmodi:
1L dz+ By*=0, IL Ao+ By*=0, Il 42+ By’=0, IV. 4z By'=1,

V. Aa: +Bacy +Cy‘—0 VI Am +By =0, ete.,

ad axem erunt perpendiculares; sin autem aequatm pluribus constans terminis uti V factores

I’bjeaﬁflmaglnarlos, puncta tantum conjugata sine tangentibus indicabuntur. Apparet ergo’ singulas
ulaé positiones sursum vergentes Ea, Eec, e cuncta curvae puncta in axis principio sita praebere,
atiiie Letiam inde: ta'ngentes singulordm' curvae ramorum ibi “concurrentium cognosei; sic i'e.gulae
tiones Ea pracbent eos ramos, qui ab ipso axe tanguntur, positio Ec eos, quorum fanoentes in

é}{em'sunt obliquae, “ac denlque positiones Ee¢ eos ramos, qui axi perpendiculariter insistunt.

 Quemadmodum si regu]ae positio 4B fit horizontalis, ea curvae puncta abscissae @ ==0

respondentla prodeunt, quae ab axe mtervallo ﬁmto distant. Ita si regulae directio deorsum vergat

]ut1 BF{ cF, fF, puncta curvae ab axe. in mﬁmtum distantia, vel pro qmbus ﬁt y=o0 existente

—-0 exhibentur, atque natura ramorum hic in infinitum excurrentmm quatenus ad abscissas

mm1mas z referuntur, exprimetur h(lJllSlDOdl aequationibus hyperbolicis: 4+ Bxy =0, 4 Br’y=0,

-,I—B:J:y2= 0, ex quibus intelligitur ipsam applicatam, in axis principio ductam fore horum curvae

Tmorum asymtotas. Fieri quogue potest, ut hujusmodi aequatio. veluti a‘~+z@yy =0 imaginaria

€0 plétitatur, cum ~_.—a—:‘[/—l, sicque nulla tangens indicetur. Ioterim tamen cum
0.9/ —1 sit =0, erit quoque 1/;12 _i" ideoque infinitum, ita ut mibilominus his casibus applicata
T*posnto =0 fat infinita, etiamsi puﬁctum curvae ea notatum tangcnte destituatur; afilrmare
e ‘Yiceat in intervallo infinito ab axe extare quoque puncta con_]ugata.

3h.

Spﬁuuem mvemunmr, iis, uantum excepiis casxbua, quibus huic abscissae bV&"iﬁSCEﬁl] applicatae

HXS

Hoc ‘modo ergo ope paral]dogramml langentes ramorum curvae, qui abscissae z=10

e. magmtudiuis requndent. Verum . etiam .his. casibus ope differentiationis, qua valor, fractionis

eruitur, positio.tangentis definiri poterit, nisi curvae ibi existat punctum duplex vel multiplex,
L. Eulexi Op. posthoma T. L. ‘ ' 50

'
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uti jam supra’ annotavimus. "~ Sit enim--yz‘a“posito ‘=10, atque .in" fractione {inita 'g
Ay . . {
'&g "est inventa, ponatur tam in numeratore ya quam in’ deuomlnatore Q et m——O et
valor’ resultans, si fuerit df,termmatus, indicabit et punctum curvae ibi extare simplex, ejusqu
tangentem. ' Quodsi “autem hac facta “substititione et numerator P et denominator’ 0 955
indicium hoc erit punctum curvae esse duplex vel adeo muiltiplex, “quo ecasiu aequatio o
y=a-+~z ad alium axem erit reducenda, in quém id curvae pungtum incidat,
parallelogrammi natura ramorum in illo ‘puncto’ concurrentium investigari possit.

'35‘. ‘Altera pars instituti;, quod hoe caplte suscep!mus, versatur in mvest:gatmne ramo it

investigationem sufficiat ex singulis columnis solos termings -infimos retinuisse.
evidens est atque in casu praecedente, si regula ad hos terminos infimos ita applicetur]

termini infra eam promineant, prae terminis, per quos regula transit, omnes termino. sipe

quaeque hujusmodi regulae positio eos monstrabit aequationis: terminos, prae. qmbus rehq
casu & — oo rejici queant, indeque natura ramorum curvae, in mﬁmtum .excurrentium ., qui
abscnssae T == co respondeant colllgetur. Hinc scilicet pateblt utlum appllcatae ¥, yalore

x = 00 respondmtes, evanescant, an sint 'ﬁmtae magmtudlms et an tpsae ﬁant 1nﬁmta

0= 2a'%ry— 3a’x®4- 2a%xly —3a7x5—2a51"y - atx7y — 2a¥xSy¢— llna%“y - Pty

4

— 3Pty —a'xty 4-3a%xTy — axfyr— Ba?x?y” — T

—_—gt Xzys L.
—~+ a®xy®
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i-abohcos qui in infinjto cum parabola bac acquatione 2ay — zx contenta confundantur, ita ut

bscissae @=—o00 respondeat applicata y=—o0, quae cadem abscissac & = — oo conveniat. Hi igitur
i asymlotis rectis destituuntur. , o

I, Situs 2k, qui ad horizoptalem angule semirecto est inclinatus, praebet terminos a°y® et
- unde oritur aequatio x%y' —2by®=—=0 seu xz—yy =0 quae resolvitur in bhas duas
y.:_“ﬂ et ©—y =0, ulramque pro linea recta ad axem angulo semirecto inclinata, altera
nidem -inclinata, altera reclinata. Utraque igitur ostendit asymtotam rectam, ita ut haec ci;_t_rva

as babeat asymtotas, quae vel in ipsas illas rectas aequationibus 24y =0 et 2 —y =10

pquit, quoniam ad hoc reliqguorum terminerum acquationié ratio est habenda. Inclinatio ergo. tan-
ptium ad axem tantum hic indicatur;  puncta vero, ubi axem secent, hinc non cognoscuntur.
elerum hinc apparel tam abscissae ¢ —=--co quam x—--oco geminas convenire applicatas
. oo et y = — oo, alque has duas asymtotas se invicem ad angulos rectos intersecare, cum
I‘aql_ie!.-ad axem angulo semirecio inclinetur.

t1IL. . Situs horizontalis .Ji -per .tres. terminos-2®y% afy®et-afy* transit, indeque -emergit haec

quatto Pyt 20y’ — haax®y? =10 seu y2—+ 24y — kaa =0, ex qua resultant duo ipsius y
lores constantes: y = -— ¢ -+ 4V 5" ety = — ¢ — a}/5, qui 'indi:cant-duas rectas axi parallelas ab
_;[ue"_'_his intervallis distantes, .quae simul ipsae erunt curvae asymtotae; nam cum abscissae z—co,
el etiam % = ~ co valores finiti ipsius applicatae y respondeant, manifestum est hos valores lineas
tas formare, quae adeo ipsae futurae sint curvae asymtotae. Hoc ergo casu mon solum inclinatio
nearum; quae -curvam in infinito tangunt, innotescit, sed etiam ipsa barum linearum positio
designatur. _ R
IV.. Situs regulae Kk transit per terminos afy? et 'y, ex quo formabitur aequatio
Galely? 4 gty =0 sen a’==lhxy, unde colligitur. posite &= o0 fore y=20. Sumta
trgo abscissa « infinite magna, ramus curvaé in ipsum axem irllcidi‘t,= eritque ideo :ipse axis asymtotos,
prinde. atque in hyperbola aequatione,.aa — hxy contenta. SE

.Y, Situs denique regulae LI terminos dat 2"y et a®, unde obtinetur aequatio

a‘c’y— 3a'x* =0 sen —-m2y='3a3, quae dat y__si-

igitor pariter y =0 posito # === oo, sicque hinc ipse axis denuo erit asymtota lineae curvae
opositae. Sed hi*curvae rami, gui ad axem convergunt, diversi sunt ab iis, quos situs praecedens
Iegulae suppeditavit, quoniam horum indoles ad hyperholam cublcam aequatione o:my_-3a accedlt
"illorum natura per hyperbolam conicam indicetur. |
38, Ex hoc exemplo intelligitur, quomodo in gencre ex ratione situs regulae de natura ramorumt
infinitum porrectorum sit judicandum. Scilicet. si situs regulae a-dextra ad sinistram progrediendo
Amini, subjiciamus, . primo occurrunt i, qui .deorsum -vergunt-ut Gg,- Hh, tum horizontalis; si quis
- ut Ji, denique sursum vergentes ut Kk et LI. - Ac primo quidem 'si regulae situs ‘st hori-
'.L,Ai_s,,,,,qui;;ﬁest quasi . médium--inter deséendentes- et -ascendentes; ex ‘eo-‘proveniunt valores : finiti
Plicatae ¥, qui_.,a])fscis'sae infinitae . respbnd;aaht,- docque ~casu inveniuntur asymtolae curvae; quae

T’f@‘ parabo]a, unde concluditor curvam babere pro abscissa .= co ramos in infinitum exlensos

‘p;ygs_sas, incidant, vel ipsis erunt parallelae. Quanto autem intervallo ab iis distent, hine definiri-
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axi ‘sunt parhllelae, ab coque intervallo {inito- distantes; atqu@?hujmm‘odi -asymtotae -tot Proding
quot aequatio- ex hoc regulae situ ‘nata ‘habuerit’ radices’ reales. :Ubi notandum si dua¢:
radices fuerint aequales, totidem asymtotas in-unam coalescere. ‘ ;

39. Quando autem, ut primo loco assumsimus, regula deorsum  vergiti ot Gg ‘el

major fuerit semirecto, ramus erit parabolicus ‘axem versus convexus, - ejusque natura’’
aequatione parabolica y™= 4", ‘inqua -exponens -ipsius = major est exponente ipsius:

vero, si-angulus inclinationis regulaé deorsum vergentis-ad horizontem minor fuerit semirecto:

niente.y"'= 4" erit mm >>'n. Priori casu fangens curvae in punctis-abscissis infinitis respond
axem in distantia iofinita -normaliter secabit, posteriori vero casut axi ad ‘intervallum infinit

.Para”ela. ’ B . o ) ; .o,
Hl:, ea per omnes terminos homogeneos summae dimensionis transibit, =atque aequit
y p . ; q q
regulae situ orta erit hojusmodi .. . - _ _ _

i e A" BTy 4 Ca" Pyt D Pyt et =0, o

Hujus igitur. radices, sunt investigandae quotquot habuerit reales, "quoniam-imaginariae nihil i

puncia .conjugata. in-infinituin distantia: indicant. Radices vero:reales quotquot fuerint-inte

aequales, .enm. hujus: sint formae wa.-+Gy == 0, inclinationem: tangentiumin : infinito

eandemqueinclinationem -asymtotae habebunt; “etsi ipsa: asymtotarum positio. hine noy dé

aequalitas plurium radicum’ ramos parabolicos,, quorum- axes eandem ieneant iu‘e]inétibnem;’"déﬁf
quos. proinde peculiari: fatione indagari’ oportetai: < 0 w5oLt e s e SRR

%1. Quando vero regula sinistrorsum:ac.sursum’ est dirécta, uti Kkivel LI, aequatién

per has aequationes. denotatae in spatio infinito cam axe confundentur,- eritque propterea ipse
asymtota horum ar‘cuﬁx‘m.; - Quin  etiam - diversa: .inclinatio regulae simul diversam naturam:
ramorum. hyperholicorum monstrabit, , sive- cum hyperhola‘appolloniana convenjant, ;C:quodqﬂﬁ-?e,
regula ad angulom semirectumn est inclinata, . sive ad n_aturam.;—-:aliarum-_=hyperbo]ariim‘.i\',up pibED
ordinum sint referendae. Quare hoc casu cirea indolem ramorum curvae in infinitum: exe
nihil praeterea desiderari potest. ,.-... . ... . . e oo e nd
2025 o Quoniam. casu, quo.tangens curvae in punctis, -quae: abscissae infinitac respondent;
obliqua est.inventa, in dubio relinquitur, utrum: ea-cum iaxe “alicubi sconcurrat, pec: e ?:Dubi
resolvetur,;si. aequatio .curvae. ad , alium, axem revocetur tangenti illi paralleluin;’

tangente..inventa.. fuerit: baec aequatio ez — By = 0y:.vel"si plures “radices :*sint ?aeqdalés;ﬂﬂi'i
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4xe assumatur, in quo abscissae sint =1¢, ct applicatae ad eum normales ==u; quo facto fiet

L . Bt—au
= Ylaa+pp)

al 4 ffu
et 3“7/(M+ﬁﬁﬁ)

sicque natura curvac exprimetur acquatione inter has novas coordinalas ¢ et u, cujus termini si in
" _gellulas parallclogrammi dispenantur, loco factoris compositi (w@ — £¥)” nunc prodibit factor simplex
.?'(;_--‘u‘;/ (e~ G 6%, qui com aliis adbuc terminis, quos regula ostendet, comparatus dabit huojus-
modl aequationem yu"—+ 0t =10, in qua erit m < n, ex qua perspicictur ntrom tangens curvae,

quae povo axi est parallela, ab eo intervallo finito distet, quod eveniet si m=0, eritque id inter-

3
-ggjlum u;V— 5 an vero infinito, quod evenit si m > 0. Illo casu recta axi parallela ab eoque

intervallo u_—:jn/—-)i: ducta erit curvac asymtota, et ramus curvac hyperbolicus; posteriori vero
casu ramus asymiota destituitur, ac parabolicus vocatur. Intelligitur hive etiam Geri posse, ul
- asymntota adeo imaginaria evadat, veluti si m =0, haveque aequatio oblineatur: uzu ~-ae= ¢, quam
1mp0351h111tatem €x aequatlom ante axis permutalionem concludere non licuerat. Ex quo perspicitur,
quantum reductlo aequatloms ad ahum axem sub51d11 aﬂ'emt ad naturam curvae accuratlus cognos-

. h3. Tieri etiam potest, ut asymtola hoc modo inventa in ipsum novum axem ineidat, seu in-
"éérvallum u cvanescat, quod cum ex formula yu"—+ 5¢” =0 exempli gratia assumta minus appareat,
‘notandum est aequationem, quae hoc casu ex situ regulae derivatur, hujusmodi habituram esse
formam generalem a4 51" =0, ita ut sit m < k—-n, unde mamfusto tres casus oriuntur.

Prlmus s k< m, 1de0que yu"—+ 08" * =10, ex quo concluditur facto t==o00 fore quoque u=ooc,

s' que tangentem A MmOVo axe, cui est parallela, infinjte distare, ramumque curvae fore propterea
; parabohcum seu asymtota destitutum; ubi quidem nofari convenit, hunc casum locum habere non
© " posse nisi sit n > 1, hoc est nisi in priori evolutione secundum § %0 facta, aequatio

RIS O T i BT th—1

Jéia:m-f-Bm y—-l—etc ._0

o :.,,= . .

duas pluresve radlces haheat aequales, quna n assumsimus ad numerum aequalmm hUJUS aequatloms
HELITPI

radlcum oz — Gy denotandum. Quare, ut ibi’ jam moummus nisi plures radices fuerint aequales,
ramus curvae par abolicus esse nequit. Secundus casus est si k==m, quo formula superior alnt in

'yu' —|—-3_0 et mdlcat 1ntervallum asymtotae curvac a novo axe, cui est parallela. Tert:us casus

_‘lﬂfileoque 1psum noviun axem fore curvae asymtotam. Neque vero solam binc concludltur istum
: iy .
. Tamum curvae m infinitum protensum esse hyperbollcum sed etiam natura hyperbolae, quacum congruit,

14k

tognoscitur ex aequatione y &' u"a- § = 0.

k%, Sin aulem fangens corvae in infinitum extensae ejusve asymtota non in ipsum axem incidat,
‘el in dato intervallo-sit paxallela, uti ‘éasu secundo § praec. atque etiam § 38 usu venit, quo
iregmae it horizontalis, tum hac meihodo- quidem distantia asymtotae ab axe, cui est parallela,
'lfl;ifiemtur. Sed natura rami curvae ad istam asymtotam convergentis non agnescitur, seu byperbola,
‘qeacum conveniat, non definitur, uti eo casu, quo asymiota cum ipso axe confunditur. Quanquam
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autem.ad: praesens. institutuin nostrum: sufficiat positionem tangeniis determinasse,.tamen | og
ea quoque hyperbola assignari potest,, ad quam natura rami.curvae proxime accedat. Ponamus
vel ex prima aequatione inter @ et y, vel ex jam’ ‘immutata inter ¢ et u prodiisse pro casu
vel =00 hanc aequationem ¥ vel w—=a, tum baec ipsa recta ab axe.intervallo: = a. distay
novo axe assumatur, statuendo y vel u=ae - ¢, sicque obtinebitur nova aequatio inter, ahs 45
x seu f et applicalam ¢, quae ad paralclogrammum reducta bunc curvae ramum per situm. gl
a dextra ad sinistram sorsum vergenlis velali Kk seu LI exhibebit, ex quo non solum constablgt li
novum axem ipsum esse curvae ~asymtoton, sed etiam regula aequatlonem pro hyperbola_ 1Tl]!a Stipp
d]tahlt quae naturam raml curvae in mﬁmtum excurrentls contmeblt quemadmodumﬁ den' upL
§ 6t annotavimas. Ilocque ergo modo omnes curvae rami ad abscissam infinitam ‘relati non ‘squ
imvenientur, -sed -etiam parabclae vel hyperbolae, quae proxime ad eorum. naturam.accedant,, mch

¢

possunt,

5. . Cum igitur aequatione quacunque inter coordinatas orthogonales « et y proposita;
per eam expressae natura tam iis in locis, quae abscissae-2.=0, quam in iis, quae ,absmssael lnﬁnlx
respondent, . definiri ‘queat, manifestum est, commutandis his ‘coordinatis, curvae naturam 'uoq;
cognosci posse in iis Jocis, quae applicatis y vel evanescentibus vel in infinitum abeuntibus. respo
dent. Neque ad hoc opus erit, ut noyum parallelogrammum construatur, cum idem, :m quo ter/

aequatwms modo ante exposn;o sunl; mscrlptl etnm JudlCIO ad appl:catas accommodando Inseryi

mutandap quo facto eaedem conclusmnes
L St

mﬁmta sunt denvatae, nsdem verhls reteutls pro app]lcata vel evanescente vel in mﬁmtum i

13

3

valeb unt

cellulae para]lelowammx quadlatae efﬁc:antur.

ETRR L RTSLRIEN K i

.mdo hae s-.dg gl pos;tioms ita. Oldmc pmcmenu. e i i
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1. AR perpendicularis ad sinistram In Fig. 16 convenit Mm
IL. EJ plus semirecto ad. horizontem inclinata L « Aa
HI. EF semirecto ad borizontem inclinata « o« — « —_—
IV. EK minus semirecto ad horizontem inclinata | « « - « Bb
V. BC horizontalis superior « o« — « Ce
V1. JG& minus semirecto ad horizontem inclinata | « « - « Dd
-, VI FG& semirecto ad horizontem inclinata « « — « Fe
. VII. KG plus semirecto ad horizoniem inclinata « 4 — . « —
IX. CD perpendicularis ad dextram € € « Ef
X. GL plus semirecto ad horizontem inclinata « o« — « Gg
XI. GH semirecto ad horizontem inclinata « & — « Hh
oo X1 GM minus semirecto ad horizontem inclinata | « « — « _
- -XIII. DA borizontalis inferior « ¢ —_ « Ji
XIV. LE minus semirecto ad horizontem inclinata | « « —= « —
XV. HE semirccto ad horizontém inclinata R — « Kk
j-;.‘_gXVI. ME plus semirecto ad horiiontem inclinata « « — « Ll

Nunc quasnam conclosiones singulae hae positiones pro natura curvae suppeditent, exponamus.

48. Primus regulac ‘situs 4B praebet pro applicata y =0 omnes valpres finitae magnitudinis
abseissae @, seu "omnes abscissas finitas indicat, quibus respdndet applicata evanescens. Indicat
quidem etiam abscissas evanescenles, si aequatio fuerit per x ejusve potestatem divisibilis;. sed hi

£asus :per sequentes regulae p051t10nes clarius exhibentur. Tangens autem in his “curvae locis non

mitura - carvae accedit ad parabo]am "= Cy" existente m >=.

* Tertius regulae situs EF iterum ea puncta curvae exhibet, pro quibus est tam a:.:-O ‘quam
‘==, sed quorum tangentes sunt ad axem obliquae, earunique simul obliquitas indicatur.

‘Quartus regulae situs EX etiam nunc ea curvae puncta exhibet, pro quibus est tam =0 quam
= 0; hinc vero concluditur tangentes curvae in his punctis esse ad axem perpendiculares, et natura

Irvae exprimitur parabola y™==Cx" existente m > n.

‘59, Quintus regulae situs BC pro abscissa @ =0 praebet omnes finitos valores applicatae ¥,

eque vero tangentes curvae in his punctis indicat.
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Octavus regulae situs KG quoque pro z =10 praehet w== 00, - at-rami .curvae, qui“'
applicatam tanquam asymtotam convergunt, ad naturam hl.]JllSmOdl hyperbolae «™y"= C: referugioe

v

Y

ubi sit m > n. s e nim

o~

" == Cy", ubi sit m > n.
‘ Undecunus regulae situs GH plo abscnssas « infinitis apphcatas y parlter mﬁmtas praebet

hinc neque axis punctum, uln tangens mcldat innotescit, neque patura’ rami curvae in mﬁm '

e\tenm, sive sit hyperbohca, sivé parabohca, posterlus enim evenire potest st duae pluresve ratil

‘hujusmudl pr'lehet aequatmnes x"y™=(C ubi m > n, ecritque ergo ipse axis tangens curvae:¢
adeo asymtota, ac simul natura hyperbolica hl]JllSI[lOdl curvae ramorum innotescit. - - .ilewl

Decimus quintus regulae situs HE hujusmodi praebet aequationes xy =€ pro absmssn
finitis, , quibus- 1dcurco applicatas nihilo acquales respondere manifestum est. Erit .ergo: ~1p
tangens et asymiota curvae, cujus natura hiyperbola conica exprimitur. - SR B

Decimus sextus denique regulae situs ME. itidem: pro ‘abscissis. infinitis @ ostendit. appllca
evanescenles, per hujusmodi aequationes z"y"= C existente m > n, ita ut axis (quogue, s

et asymtota curvae, culus natura hyperbohca hine simul erit mamfesta

ciantur, - in . tabula subnexa pro unoquoque tam valores coordinatarum. quam. posﬂnonem
el curvaé naturam sive parabolicam, sive hyperbolicam ;: siquidem- ex situ regulae

exhibeamus: . . ) L e et
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" gimus regulae|  Coordinatae ' | Tangentis inclinatio | Naiwra rami parabolica sew hyperbolica.

I AR | &=fin. =10 — — _— —
. EJ | a=0 y =0 in axem incidit " =Cy" ubi m > n

Il EF | 2=0 y =20 | ad axem obliqua — —
“UIV. EK =0 y=0 | ad axem perpend. y'=Ca"” ubi m>n

f V BC | z=0 y:fin. _ —_ — —_
VLG [ a=0 y=o0 | ad axem perpend. 2'y?*=C ubi m < n

| VII. FG | &==0 y=oo | ad axem perpend. xy =C
“YHI KG | e =10 y==co | ad axem perpend. Z”y"=C ubi m>n

“IK. €D | z={fin. | y =00 | ad axem perpend. — —
“X. GL | =00 | y=o0 | ad axem perpend. ™= Cy"” ubi m > n
XL GH| =00 | y=o0 | ad axem obliqua — —

XL GM | =00 y =00 | axi parallela y"z=Ca™ ubi m > n
" XIII. D4 | =00 | y—fin.| axi parallela = — _
XV, LE | e =00 | y=1 in axem incidit 2"y =0C ubi m<n

TRV, HE | « — oo =20 | in axem incidit ry =2C

XV, ME | 2=c0 | y=0 | in axem incidit a”y"=0C ubi m > n

53. Hi igitur regulae situs ommia curvae puncta indicant, pro quibus alterutra coordinatarum
7ol evanescit vel in infinitum abit; quare si cum axe principali, in quo abscissae capiuntur, conjun-
gatur alter axis, ad quem applicatae referuntur, <uoniam hos duos axes inter se- commutare licet,
regulae situs omnia ea curvae puncta ostendunt, quae vel in alterutrum axem cadunt, vel intervallo
‘gnﬁmto sunt remota. Atque haec investigatio aeque locum habet, sive ambo hi axes sint inter se
' :ii:dfm“ales, uti assumsimus, sive obliqui, quo posteriori casu eae tangentes, quae axi principali perpen-
_Hiculares sunt inventae, alteri axi parallelae sunt dicendae. Ex quo perspicuum est, cum axes isti
ﬁrb lubitu immutari queant, hac ratione per applicationem regulae ad parallelogrammum - omnia
' Euxvae puncta assignari posse,
;4 5k, Negue vero, uti jam observavimus, ad ompia curvae puneta, quae hoc modo reperiuntur,
gimul tangentes ducere licet; excipiuntur namgne ea, quae primus et quintus regulae situs exhibet:

~ tum vero etiam pro iis, quae situs undecimus praebet, inclinatio quidem tangentis ad axem colligitur.
- Sed vera ejus positio, seu ejus concursus cum axibus hine definiri nequit. Denique natura curvae

Qi{jpalhaec-lpuncta, quae hoc modo reperiuntur, seu aequatio vel parabolica vel hyperbolica ejus in-

dolem proxime exprimens, non ex ombjbus regulae sitibus colligi potest, excipiuntur enim situs I,
HI 'V, 1X, XI et XIIf, Sed quomodo hi defectus per relationem curvae ad alios axes suppleri

-posmnt jam clare cxposulmus Diligeutins vero etiam hanc indagationem evolvere conabimur in
ﬂ}é; ot
sequentibns C-‘:lpl.tllll]S, ubi accuratius in paturam linearum curvarum, caleulo dlﬂ'ﬂlentlall in subsidium

-'g’ucatu, inquiremus,
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