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SUPPLEMENTUM

A.D SECT. I, ToM. 1I.
CDE : L , _
RESOLUTIONE A]:QUATIONUM DIFFERENTIALIU‘\&
SECUNDI GRADUS DUAS TANTUM VARIABILES
INV‘OLVENTIUM

1). Methodus smgularzs resolvendi aequatlones dlﬂerer‘tlales secundi
gradus. M S’ Academme emhzb dze 19 Jan. 1779

i §t Sl p et ¢ fuerint functiones quaecunque lpsms x,
atque prop051ta fue\:t haec aequatlo intex binas variabiles x et z

. TN
'QPBZ-—i— ap__aacfzax‘ R )

" evidens est ejus integrale facile inveniri posse, si ea multiplicetur
per-z, ut habeatur ' '
zax zdx

q o
PI‘IDllS cmm membm 1ntegrale est Pz 2 ‘postmi‘ué vers membrum

2pzaz+ zap

posito /° ———‘ v,‘ abit in v 0 v, cujus mteglale est L v v+ C,

-ita . ut hmc nanciscamur -istam acquationem integralem p z z =
1yv-+C, unde fit vo== apzz—2C, hmcque
%dx

U::f——~—"]/(2ppzz-—-C)

"

T
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quae dlﬁ’erentlata dat
zax,_ zpzazwkzzap
g~ Yipzz—0 °°
facto ergo-divisione per z, erit -
830 2].78 zzdp .

—_—

q Y (Epar—0C)?

quemadmodum autem hmc ‘valor -ipsius z per x, ejusque functio-

nes p et ¢ exprlml queat, non liquet. Ut autem 1sturn scopum oOb-

2dx
tineamus, Pposito ut fecimus f——ev ut sit'v v ==

_ietmeamus quanutatem v in calculo, et cum. sit

zdx _gow ;e
T__Bv, erltZ__.. A5

i

: quo valore - substituto habebimus

2 2 ’
pqqav —cC,.

vu = T

v

unde colli gitur

&Y (w4 Cj
dv— T
quae sponte separatlonem admitit, cum it
. dw . 9=z id
(fuq..-]--C) q1’2p 1 _eoque : -

_ fV(fqu—-}-—C) quZp
“cujus valor, quoniath p et 9. sun functlones ipsius
cognitus spectari potest.

§. 2, Statwamus ergo hoc lnteglale

qufo; _—ZX

ut habeamus- g . :
i _ aw S
f'lf(rUfu—i-—C) ZX
qua1e cum constet esse
/‘W l[v+]/(vv+0)], erit

v+1/(vv—|—~C)__.

2pz% — C,

x,

Lo

toar

tanquam
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-

unde cpl‘ligitur' v =2 3 XG 2 1deoque per quantltatem X deﬁmtur..

- ~+ § 38, Cum igitur supra invenevinmus 2pzz—=vv -G,
erit ' ' .

o,

L xa—Gp | o (XXOR

. consequenter - erit

2y 2p=TES S
lsmque quantltas z ita per X exprnmtm, ut s:t S '
' X2+G : :
= 2Xvep’
ubi. meminisse - oportet ‘e'sse _ -
N o ' 3p - L. op oz’ |
Z;X".:._fq}q s swe X —=elgvep

§. 4. Manifestum autem est, aequationem nostram pro-
~ positam, .8i a ‘signo inlegrall hberetux, abire in aequationem dif-
nfemntlalem secundi gradus, cujus .ergo integrale compietum modo
elicuimus.  Faela enim multiplicatione per ‘g ﬁet ’

2pgoz —}—qzap__amf

et d1ﬂ"e1 entiatio sumto elemento 0 = constante pr aebeblt sequentcm‘
aequanonem dlﬁ'erentlalem secundi gradus < -
2pqaaz+2p8qaz+ zdgop 20 a”
3g0poztgz Bap% g

cujus ergo - aequatmms non parum absuusae novimus esse intégrale

de :

‘completum

S +
— 2Xvz2p
ita ut ista quantltas X etiam ‘constantem . a1b1trarxam mvolvat

Bm

z s existente Xc=elgV2py
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5 g, CUm antem - haec aequatlo non paruny -sit com-
_plicata, sequentl modo concinnius 1epraesenta11 potest 3 cum
enim sit |

L9. pz'f'::a jzam'-‘

erit diff'erentlatlonem tantum indicando
d gd.pew ___wox? :

........ ———.

- q .
Qqawpzz‘

.quae. m@nifesto.ihtegrabilis evadit, si multiplicetur' per - —,

g, pzz

quodsi enim brevitatis gratia statuatur ‘_“' 50, mcmblum

| sunstrum fit-
. 2s0=z. Bsax'—z _/‘asax, \
ejusque ergo’ integrale s s o 2® & at vero ex. parte dextra habebxmus
20 x'“"a PT%s, cu_]us igitur mteg1ale est
2p%302®+Coa°,

1ta ut 1nteg1at10 I]OblS praebeat ss—2 pzz-+C.

_ {. 6. Q_uo nune hanc aequatlonem penitins  evolvamus,
statuamus ut.ante p %% —v, ita ut sit 1—2—3 —— s 0z, eritque nos-
trum integrale inventum o :

ggdwi- ' '
ss.__zzax,_Zv—}—C -

quae ob %% :% abit in hanc
pqqaw

B P 2v+C,
unde eruitur propémodum uf ante
A - '

Yau(2o4-C) qu
quae a forma anta inventa non dlsmepat.

§. 1. S,in‘uili modo etiam aliae aequationes differentia
les magis complicatae resolvi poterunt , veluti si proponatur
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.Jsta aequatlo .
3Pa‘Zv+* az)mamfzzax

ubi iternm p et g. denotant functxones quascunque Jpsms x. 'ICum
enim sit , T )
dopzap=22®, . B
#podzHt-zdp—=—, : .
erit per z z multiplicando _ ' ; o '
oA Zrdx fEdx .
q. f qg ? :
quae posito. f“ax —v ablt in3.p2*==vov, ideoque integrando
2p 3—*vv~—{—C . - |

alp,,.s____

§. 8,  Quoniam autem posuimus f——z—éf_._v exit S

Z 2z I ov hlncquc z3 — qaa;’]/qaa:, . ' N
unde fit - A I S

zfs'qaru gav . ' ; - '

Y Sy =vvC

Sumtis ergo quadratis’ erit . ‘
ApPaiov: — (vv —+ C—) Jdeoque

.axa
o’ ' D -
(vv—J—C)"”ﬁPPq”‘

cujus adix cubica praebet
ov Cdx
Y v-+C)F T g ipp’

Hinc igitur quantitas ‘v per z definitur, ita ut jam v spectare

queamus tanguam Vﬂlam functlonem JPS]US X, qua iaventa erit T 9‘
. C : T '
_ zs'zrw—*‘ hmcque g — §/ 22,
- 2p . 2r - e
Vol. IV. . L 67
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- §. 0. - Eadem ista aequatio adhuc alio modo resolw potent

- quandoquidem pel q multlpllcata ita repraesentatur

qazzza._ﬂa fzzax, swe

o - gd.p2® nzdx:
. a.qp —_— )

: xzm.. T g L
'quaé manifesto integrabilis -redditur, multiplicando - per ﬂ%’-—zja
prodit enim ' . ' o

(qa P”)mzpv?'ax —-I—Ca:c
§ 10. Jat ponatur pz3 —w, ita ut sit
— b vg,?
Z E ”C‘t Z—-;VP’
‘quo valore substituto habebimus
l 2 3 . . ]
quav ‘/R“—Zvax -l—«Ca:x: ,
vy v ‘
unde concluditur ‘
o v° 22
= eyl sive:
v(2v+C)]/v pqq1/p |
_' ov ' v . 0wm
Vi@t Oye Byt qvrs
haec aequatio sunphclor evadit, ponendo v o= ul, sclhcet

39u .- _ 0%
VEFEFO " qVrr

Hmc 1nte111g1tur, innumerabilia exempla per has folmulas expedm -

posse.




it

ande prifno 2 pzt—wvwv—4 C, et hinc porrc -
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§. 1. Quin etiam hujusmodi aequationes multo' genera-
liores tractari poterunt; mnamque aequatio generalior ita potest

repraesentari g R
a.ﬁzm_-__?am rz"ox .
2 T qf g
quae evoluta dat . g
mpzm “_13‘7-4—%"" nap__.,,.a_f Zam.
. q q

Facta autem multiplicatiqne per 2", prodit aequatio sponte in-.
tegrabilis ' ' '

' m ‘ (fznax)z- o
2pat = 4C. |
| Vg -

§ 42, Ad hanc aequationem 'ulté;ius evolvendam sta-
fuamus ' R

s

' n :
/‘Z 'ax: v, eritque Z"=— qa?',
g - ' o

7l
(219)"“ Zn"—CZP)m qaﬁ__(vv_]__c)m
quae cum sponte sit separabﬂls dabit

0w "__ dx

- n?

(UU+C)’" itk \
unde . erge quantitas v per x determinabitur, qua inventa 1psa
L it
e T
6%

quantitas quaesita % ita (;xperetm, ut sit




vinde fit
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13, Tllustremiis haec unico exemplo a primo casu

petito, sumendo stilicet p__._ £ %X et q.._.]/z, ita ut" aequatlo :

proposita sit - , -
20% (4 +mx)+2za~asc-—a”fza:c,

quae in hanc aequationem secundi gradus evelvitur
488%(1+xw}~+—12:caxaz~+-3zax‘—_—o |

cujus ergo mteglale quaelltul _ : - Peo-

;ﬁpiL Taciaiis ergo’ applicatiotiém solutionis supra §. 3.
inventag, ubi cum hic sit p==4 +2z 2z et g== ]/'2, erit
IX iy f,,(i_,_m)' 310/ (1 +z @) ~—ila,.

T [ac-!—'lf(i—l—acx\]
X _ Y-

hoc igitur valore substituto habebimus.
o= 0 C gV (1 -3 %)

Via(lfra)[r+7V(AF=z0)]>

. quae hoc modo, simplicius exprimitur

faC—-]—~x-—}-1/(1 +acx)]1/[—x+1/(1+xx)]
2V2a(t-xa) -

Ubi ergo duae quantitates constantes arbitrariae stnt ihvé]utae,
atque adeo hoc Iintegrale completim algebraice determiingtiir, Po-

B

sito erge C - 0; integrale particulare -erit ex pllma forma petitum

Yiz+v (-t sc)]'
2V 2a(t+mx)

L]

2_.

§. i5. Aliud integrale péuﬁculaie hine. exhiberi pbtest, '.

constantes ita sumendo ut sat a C mfinltum .at vero C 1/(1 fini-
tom == &, tum enim erit’ , . ' _
. a C ) ' . . b

= 21/'2;(“1 M—}xx)[x-}-V(i-i—xx)] 21/2(1—]—::95) [x+V(1+xx)]’

% -
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[P
o F

quae foxma redigitur ad hanc b -
o — a1/[—°¢+1/(i+x:c)]
- Y (1) :

2 ) '\dethodus nova mvestlgan:dl ommes: casus, qmbus hanc aequa—»
_tionem differentio - differentialem ' ' '
aay(i——amm)ﬁb:camay-—cyax =0

8. dcademiae exhib. die

l'esol\{ere hcet.' -M_". 13 Ja-

nuarii, 1780.

§. 16. ch quldem in usum vocari- posset methedus &

~me et ab aliis Jﬂln ‘passim exposita, qua valor-ipsius g -per seriem

infinitam exprimitur. -

Tunc enim omnibus casibus, .quibus haec sew

ries alicubi abrumpitur,

‘habebitur integrale particulare aequatlonls

propositae;

unde quidem hand difficulter integrale” completum erui

poterit. Verum etsi hoc modo infiniti- casus mtegrabllea reperiuntur,
tamen non omnes innotéscunt, sed dantur praeterea infiniti ali- casus;
qui resolutionem admittunt. Ouamobrem hic methodur. prorsus sin-
gularem proponam, cujus ope OmMues plane casus integrabiles elici

. poter unt.

Haee autem

methodus  ita est comparata,. ut coghito

‘casu

quocunque resolutionem admittente, ex eo innumecrabiles "alii
deduel queant. ‘ '

§ 17

Statim

autem .se offerunt dwo casus .

simplicissi-

ml, quibus resolutie - succedll

quorum alter -est, si ¢z 0, alter

vero st b—a, quos elgo bmos casus puncapales ante omma
evolw oportet.\




quae "posito Dy—pom, -abit in hane
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Casus prior prmmpalls
quo ¢ = o. '

- §. 48. Hoc igitur casu aequatio nostra erit,

aay(i_amm):bxaxay,

ap(i—awx)::bpxax, sive
ap bxdax

L

) ﬂl—aacac’

o

cujus mtegrale est

lp___.--g——l(i —amm)-l—-lc

sicque erit »
B

—— i ' 2a o— 09

p=C{ —aza) = Ja’
unde obtinetur _
' 5

y-'—*Cfax(i —az %) 2a

ubi notasse juvabit: istum - valorem fleri algeblalcum quoties  fue~
C e b

Y numerus integer posuwus sive b — — 2 i a dénotan-
te i numerum integrum quemcunque Tum vero valor Integlahs‘

b
etiam algebraicus evadlt quando fuerit — ot sive — 3, sive — §,

P
sive — £, etc. ideoque in genere -Z:—._ 2.i~1,ubi esse nequit i==0.
Casus principalis alter

' quo b==a.

§. 19. HOc ergo casu aequatm nostra pel 2 0y mul-
tiplicata_erit .
2Byaay(i-—-amm)——2aa:a:cay mzcyame ::.0.
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quae spohtg est integrabilis, ejus enim integr'ale erit |
| By“('imaxx)_éy.yaxnf_,c'axz.'
.Ex hac i0i£u1~ aequatione erit | R |
ayl/(i““xx)—-am/(c—l-cyy) I
" separatione ergo. facta erit ' :

Bx ' ay

—

V(i—aacac)'"'V(C—}—cyy). :

. In hac ergo forma iterum contmentur casus alceblalel ad quos

eruendos faciamus a == — a &, ¢ ==y v et C = B.£; ut ha-

- beamus

B —_ oY . -
. Rt ’r’(ﬁﬁf-i_-"y'}'yy)’ -
cu_]us 1nteg1ale est

’l[ax+]/(1+aa,xw)] ‘Z[fyya—}/(ﬁﬁ"!—'}"}/yy)]—'ylﬁs

unde ad numeros ascendendo ellt : .

y—-l—-]/(ﬁﬁ-—l—'y’)f yy)=—A»N [ax-—+—-]/(1 —4—-owmm)] «

Posito ergo V pro hac expressmne posterlore erit

V—yvy=vBB+vvyy),

et sumtis quadratls y;_ ‘;;Vﬁﬁ Cum igitur sit

| V_A[a$+]/(i+aaxw)]a, erit
2?9—A[aw+1/c1+aaxx)]a_.‘
fy .

ﬂs[am-a-]/‘(i-i-aocxx)] ”‘,

glo

nbi est § 3=—=C, exponens vero E'_' £, sicque, quoties /.

fuerit numerus rationalis, 111tegrale semper erxt a]geblalcumv
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. § 20. - His duobus .casibus p11nc1pahbus expeditis du-=
phcem tradam viam aequa‘qonem prop051tam in infinitas- .alias e‘]us~.
dem generls transformandl, ita ‘ut semper aequatio hujus formae .

20Y (1 —awa) —BwdzdY—CYoa =0 *

prodeat, quae cum 1*esolutlonem adrmttat casibus wvel C —— 0 wvel
B — a, iisdem casibus etiam ipsa aequatio pfopoSsta erit resolublhs
" Duplices 1g1tur hasce t1a115f01mat10nes Jjaum sum expositurus.

j Trans‘fotmatiori‘es pr‘io'ris ordinis.

o

§. 21, Statuo y ——= %=, unde ob
93w e 02T S -
Qy=Gp et 20Y=, - |

aequatio- nostra induet- hanc formam
asv(i-—amw)-—bxaxaav——caw 80::0
‘cu_]us smguh termini integrationem admlttunt erit enim
I foatdv=mwoat, L
fmaxaav—waxav—va:c, =
fBS (l-—a:r:oc) aav(i—-—amx)
+2ax8m8v-—-2avam

His partlbus colhgendls, aequatio nostra erit -
20v(t — axnx)—(b—2 a)ocaocav — (c — b~|—~2 ayvoz®,

- quag cum ploposutae prorsus sit similis, mteglab]hs erit his duobus
cagibus ¢ — b——2 a==0 et b =23 a, Sive quoties’ fuerit c—b—2 a
vel b —3 a, atque 111teg1at10ne pro utroque casu 1nst1tuta ita ut

v exprlmatm per ¥, tam pro 1psa aequatxone plop081ta ellt _y o g':,
unde patet, sl 1nteg1aha pro v inventa fuerint algebralca fore quo--
que valorem ipsius 7 a]geblalcum., |
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,
§ 22, ‘Quod i “ulterius smnh modo statuamus v -"?;7::’ :

quoniam per opelatmnem praecedentem Litterae b et ¢ transibunt in.
b—2a et ¢c—b-+2a, nunc ista aequatio proveniet

Bav’(i—amm) (b-—l.ta)xaa:av
w(c—zb—{—ba)u’ax--“o

quae ergo mteglablhs erit, si fuerit vel b =56 a vel e == 20
’ . .
— 6 a. Atque inventis- valoribus pro v ﬁet Yy = ?ﬁ}, ‘seilis -

cet differéntialia secunda ipsius v’.  dabunt y smque si 'pl'ol v
valor algebralcus prodierit, etiarn ¥ adipiscetur - valorem ~alge-
braicum. ' ‘ ' ‘

§' '23. Quod ‘si eandem. substitutionem denuo repetamus

"
ponendo v’ _._.%%,- pro litteris initialibus- & et ¢ jam habeblmus

b—6a et ¢—3b- 12 a, et aequatio resultans erit
Lo0o0v”(4 —am:c) (b-—ﬁ a)xamav”'
—(c—3b-+12a)v” D2 = o '
_quae ergo‘ le::olutsonern admittet, quoties fuerit wel b= 7 - vel; o
=3 b— 12 a, quibus ergo .caslbps’elu_am ipsa aequatio quposlta

. . . . .. aa fuff
resoclntionem admittat necesse- est, cum sit ¥ = -—=-%-

§ 24, Quod si ergo easdem has opexatlones contlnuo
Lepetéinus, ‘perpetuo ad aequationes, ejusdem formae - pelvememus,
ubi notasse sufficiet ambos valores, quos pro litteris & et ¢.in qua-
libet operatione obtinuerimus, ¢uos una cum ‘valoribus- ipsius 7 in
sequenti tabula ob -oculos po‘x_iam'us ‘ T

. Vol IV. A © 68
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. "Opcratio L |b—2a c—~b+2a., . 2 '%.a,"—:_-‘
L {p—=da|lc—2b+6a aaarf’
- ' ’ . . - . a“xq_)”
! ; i i 34wl
1V. |0 — 8a| ¢ — 40+ 20 a S
— - —/—/- - - - - - - - - ~
I _ | S ' O i
' i|lb—2ia e—ib+i_(i+1)a-____

,am;‘

§ 25. Hinc igitur in genere patet, aequationem. pro-
p051ta1n semper 1esolut10nem admittere, quoties fuerit vel b u—
2ia+a, vel c—1i b—z(z+ 1)a, ubi pro i omnes nume-
ros lntegxos positivos acciperé licet, .ita ut hine duos ordines innu-,
merabﬂlum casuum mtegrablhum nancascajmux‘, qguorum posteriores
tantum per methodum serierum 1n1t1Jd1cata1n repenuntur, pumes
" vero huic methodo prorsus sint maccessx

Tlansformatloﬁes pOSteI'lOIIS 01d1nls

§. 26. Quequmodum hic per differentialia .sumus plo-
gressi, nunc per integralia regredxamur ac primo qmdem ponamus
y__fz Dz, et aequatio proposita evadet

| Bz(inawm)—bmzaxw—camfzax—"O
quae differentiata ad formam propositam reducituy .
T })az(i——axa") (b—|~zcz)wawa‘7—(c+b)zam =0,
.quac ergo secundum ‘casus prmc:pa]es integrationem Aadmittet
sibus ¢ -}-b—=0 et b-~2a=—a, sive c——=~=—b et b——-—-a,
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Integralibus 1g1tu1 fnventis erit y —=./.% 0 ;.. .unde. patet etiams]
‘haee integralia fuerint algebraica, tamen valores 1psms y ﬁerl tlans-‘
.'cendentes. - " : :
§ 27 Simili ‘modo statuamus porro % —— f-z? D m, et
quia per plaecedentem operationem loco b et.c adepti sumus
b 2a et c—+b, nunc perveniemus ad hane aequatlonem .

aaqf(i -—-—aw:r) (b~+—4a)maxaz’——-(c+2 b—+2 a)‘r’am — 0,
quae ergo 1ntegrat10nem admittet, si fuerit vel e+ 20 —-}~ 2 a==0>
vel b4 a=—=a, sive ¢ == -2 b2 a et bo=— 3 a. Integrali-

-bus ‘autem hinc inventis pre ¥ habebimus .y ==/ 0 % f 2/ 0 =, quac
: 1ta ad .signum 1ntegrale sm:plex reduc:ltul, ut sit J
y:wf‘zax—-meama - ‘ "-‘_"-',_

28. Simili modo statuamus porro % ,_fV’/ax at-
que nunc deducemur ad hant aequationem C

002" (4 -—-awm) (b«-i—ﬁ a)mawav”-——-(c——l—'gs b+6a)%/’ar —0, |

quae 1g1tu1 mteglabllls erit, si fuerit vel ¢ - 3 b 4 6 a=— 0,
velb—}—ﬁa, @, hoc est s ¢c—= —Sb-——ﬁa et b____.--—5a,, at-
‘ que X his mteglahbus fiet, y= 0.z [ O x %70 x, qui valor
ex praecedente reduci pot’est si-is per ¢ = multiplicatus. denuo | in--
tegretur et loco %~ seribatur %7, obtinetur enim

y::;xwfz"’ax-—xfw‘f”ax-—i— fa:w:?”aw

N 29 Quod si.jam has operatlones ulteuus continuerrius,
totum negotium huc redibit, ut formulae, quae loeo b et ¢ sunt
proditurae , rite fofmentur, simulque valores ipsius asmgnentul,

quemadmodum sequens tabula mdlcabxt

P

- ‘ g ' 68\!‘
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‘ \ b . e | ; -y .

N

Operdt. L b+2a .c‘—l-—,b . | _/"Z‘-a:_c
, . IL|b+4alc+2b+2a | j'axfz’ax
~ IL| br6a]e+3b46a ,faxfaa:/z”ax
i IV | b+8a |c+4b+12a “famfawfaxfz’”am

i |b4-2ia c-+-ib-+—i(i—- 1.)0': .fa'w-fafa_v .fzﬁ_f“-*l.ax

§ 30. Ex ‘antecedentibus satis manifestuir ~est, quomodo
integralia ista complicata” ad simplicia . reduci queant, unde tantum
sequentem tabulam subjungemus
fa:cfz’aw xf?saa: fz:z:aw' _ L
fawfamf‘f”ax—I(a,:c_/'z”aw-ezxf‘?”a:aw+fz”.:vmax)
3 el _ v
faxfawfaxfz’”am—r w B 0w —daw f3 x0z
+38x [ 220z S 2% D2
o 4f‘7“’aac 42 S 9 x)
e T faxfamfaxfawfvwamin +62% /T x0IXx ~ zhsfz“' 3’8:@3
- ' : P +fz“'x4a:r

oo ' ¢

ete. T etey

v § 34, Quod si jam has operationes secundum numerum

' indefinitum i - cont1nuemus,—~et loco b z, scribamus B, C, Z
aequatio resultans erit = . |
, aaz(1 —azx) — Bxava«—-(‘ZBxEO

ubi erit, utli jam indicavimus .
B::b—-;—zm et C__c-+-zl¥+2m,
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quamobrem haec  aequatio integrationem admittet ,. quoties fue-
rit vel C==0 hoc est cz=-—ib—i(i—i)a, vel B=a hoc
est b“"—(Z i—1)a: quae formulae. ab ilis “quas supra pro’
priori transformationum ordine . invenimus, tantum in hoe discrepant,
quod hic: littera i valorem negativum accepit; unde adjungaur

’ . sequens AR . : L
| ~ Conclusio generalis,
1, .
- ~§. 32, B5ilittera i hic denotet omnes numeros integros
[ " sive positivos sive. negatiVOS, aequatio proposita -diﬁ‘erentiou'difi.
ferentialis D : I ‘

an(i—uaxm)—bxamay~cyam =0
.semper mtegrat:onem ‘sive resolutionem admlttet quotles fueut
1°)0=ib—i(i4-1)a, vel o
22)b=(2i41)a: o
ubi asseverare licet, omnes - planc casus resolublles in hac duphcz'
forma contineri, 1ta ‘ut nullus plane casus mteglationem ‘admittens | -
exhiberi gqueat, qux non -in alteruwra  harum’ dualum formularnm '
comprehendatur, dum contra methodus | ,per  series procedens, .ru-'{.
jus mlt]o mentionem fecimus, tantum casus mtegrabales priores osten-
dit, ita wut _inde mﬁnltus numerus casuum pariter 1'esolub1hum inde
~excludatur. :

1

> L - .,Corolla‘riiun- T A | :
' . 33. Transf'ormetur aequatm ploﬂosrta im aequatmnem
d}ﬁ‘ewntlalem primi .- gladus penendo Y= efedx E.Cl‘ perveniemus
*  ad hanc aequationem, ' T ' -
' buadr—cdwm
fe—axx

du—nuda— — o,

quae -ergo ectiam integrationem admittet casibus quibus vel & ——
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(2 ; +, Y a ve1 e=—1ib —L(z—1— 1) a, denotante i numerum. quem-
cunque mtegmm sive pOSltlvunl sive negatwum.- :

COrQIrzl-arium‘.z.

§. 34 ‘Quod si porro pomatur v (1 —a oc.":n)”“i;, Po-
sito bre‘vitatis gratia n=— pervemctur ad hanc aequatlonem _

ad genus Riccatianum referendftm

| (iﬁaxw)“av—i—(i—-aa:x)"”‘vvax-—-ifi%’
quae per (i —_—a % ac)'”' divisa abit in hanc o
p , 4 —ax a1’
quae Ergo nsdem casxbus mtegratlonem adImttet

L

. S Cofrollar\ium 3.

av+(1 -—amm)“vvam

§ 35 Quod’ si sumamus a — 0, orietur ista aequatio

au—l—uuaoé"—buacax—{—cam o o 1

quae’ elgo integrabilis erit, si fuerit vel 4==0 vel o= zb ‘quorum
du

C—unu’

guidem prior -casus per se est manlfestus, qula tum eut am
Haec fmma autem 'commodius exprimi potemt ponendo
—1bz+v,unde Bv—l—'u'ua:c._(c — b)8x+16bxa:ax
. sive ponendo b =2 f, ut_fiat
av—i—vvax.__(c—f)ax -{-—ffwxax,
erltque haec aequatio integrabilis, quoties fuerlt =2 f, ita ut
sequens aequa’uo semper. mtegratlonem admlttat '

dv—-vvoar=— (Zz-,—i)fax—}—_ffx’m'ax,'

‘quicunque numerus integer -sive = positivus sive -megativus pro i
accipiatur;. hoc est, si in penultimo termino "/ multiplicetur per
numerum imparem ‘quemcunque sive positivum sive negativum, qui
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- ¢asus eo erunt abstlusmles, guo ma_]or acc1p1atur numerus i; at“~ :
que adeo vix .alia via patere videtur integralia eruendl, nisi ut ad
aequationem differentialem secundi gradus propositam 1egred1amur ‘ -

- atque easdem operationes instituamus quas supra. docuimus. Interim . -
tamen observaw, omnes 1ctos casus etiam 1mmedla.te ex 1psa aequa_
tione per fractiones contmuas derivari posse. S8i‘enim proposita
_fuellt haec aequatio -+ .- S e R ‘ .
Bv—]—vvax_ﬂgax—}—f/‘x:rax,..-«-,w;. - ' | :
valor i zpsmsv dupll(:l modo - per-fractlonem contlnuam expuim potest
- Est enim priori modo 7 P : T
e v.__fx—i—g—-f ‘ . !
- 2f x—+g— 3 f c h
2fx+g — 5f
? L ‘,Zﬁw-—}-etc.‘
A}tem vero modo est’ S T L _—
- ."’-‘—fw—-(g—f) '
2fw-g+3 .
2fwetg b f '
2 fetg+if
o : . 2fac+etc. :
quarum  prior abrumpltur : quotles fuerit’ g:(z i -—]— i) 5 posr.erxor
VEro, quoties fuerit g == — (2 z—-_}— 1)]‘, qu,l sunt ipsi ga’_sus inte-
I grab:l\s:s ante mventl. "»"‘;f--"-’f TR T e mEes e ‘ )
' ; ‘ WU AL e R e T ' -
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'3.) De formulis integralibus implicatis, earumque- evolutione et tféh.s-
- formatione. M. §. Academiae exhib. die 20 Aprilis 1778,

, [

26. Talium 'f'orrnularum 1mp11catarum ~forma generalis

ita exhlberl potest

fpaquawframfsax eer

wbi guodvis .signum Integrale - .omnia : sequentia’ in. sé eomplectitur,

Ita -ad .valorem;.hujus expressionis - inveniendum . ﬁne est lnmplen-
dum, posﬂ:oque integrali /592 =35 e11t Ce

Srdmfsde=/8r0m, -y .

i BRI

cujus valor 51 ponatur =R, erit '_ o

fqa:x:fra:ufvax quB:x:

quod integrale si- ‘ponatur == Q, valor .ipsius formulag propo- .

sitae erit == S Q p J x, ubi per se- 1ntelhg1tur, in quahbet inte-
gratione more solito constantem a1b1_t1.ar1am in caIculum intro-
duei posse.’ | ' ' S

i

v §. 87, ch qc1hcet probe tenendum est, istam expressio-
nem f P 0 :rfq Q x non significare productum ex- formula /" p o =
~in formulam f godz, sed integrale quod oritur, si tota formula
differentialis p.9 x / ¢-0 x integretur: at vero si vgliniué pro-
ductum talium duarum formularum mtegrahurn demgnare ‘id inter-
posmone puncti fieri solét hoc modo fpdx./ g0 =, ubi scillcet
punctum declarat plaecedentla SJgna. mtegraha non ultra hunc ter-

minum extendl debere, ifa hdec forma =~ -

/pa:chaw Srox fsdm

o

exprimit pzoductﬁm, quod -oritur s fmmula fpawfqax mulu-. -

3

phcetur per [ r \:;cfsax
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§. 38. Hic igitur  signandi no/ prorsus contlarlus usu
est receptus, atgue in formuhs differentialibus observari, solet, ub1
talis expréssio 9 2 0 ¥ @ % .deriotat - productum trium. dlf‘f“ezentxahum
oz, 0y et 0%, ita ut smgula signa_ differentiationis tantum litteras
immediate sequentes afficiant: "at si vehmus verbl gratia d:fferentlale
hujus expressionis 2 0 & 0 2 expumele, hoc. interpositione puncti
fierl solet 0. maya~, ubi punctum s:gmﬁcat praeﬁxum 0 com- .
-p]ect: totam expressmnem ‘sequentem. - Iy :

n

§ 30. Tales autem formulae mtegla]es lmphcatae potis-
'smnum pascuntur ex continua .integratione aequatmnu*n Jntegralmm
linearium, quarum forma in genere est

Pz_i_qaz_i_r;x;zz_‘_s; z+ ete. __X

ubi liiterae p, ¢, r, s, -etc, sunt’ functiones datae vanablhs 2,
cujus etiam functio quaecunque sit littera X, -altera vero varia- -
bilis =z ubique unam tantum tenet dimensionem, prouti haec fmma
genelahs hie exhlbctm ‘ad ordinem tertinm d]fferentlahum refertur,
- idecque ternas mteglat:ones postulat,  totidemgque constaintes  arbi--
trarias involvere est rensenda “hic 5c111cet ad methodum mtegrandl
’maxn‘ge natura]lem respicio, quae per “ternas 1nteg1at10nes succes-
‘sivas integrale desideratum producat. '

§. 40. . Tali scilicet aequat:one proposita apte omnia
nosse op01tet multlphcatmem, quo. ea reddatur 1n1eg1ablhs quent
. ergo supponamus esse = = 0 P, atque mteglatmne peracta prodeat

ista aequatio

'I 7 Baz
a4 LR T = S XD P,
‘quae aequatio Jam est ordinis secundi; qu‘odsi jam ponamus hu-

jus multlphcatmem 1doneum CSSe:::E)P’ fatta nﬁegratlone ouatm
~hdec 'aequatio- pnml ordinis, quae sit

AR T “__._farffxap
—VOI IV ' . : 6G .
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pro qua si D P” fuerit multiplicator Iduncus, completum mtegrale

induet hanc formam

z"“—faP”faP’fXBP

- ( ....

‘Sicque quantltas z exprimetur- per formulam integralem implicatam,

+ §. 41.  Tali autem forma pro mtegrah inventa praeci-.
puum negotivm huc redit, ut ea ita evolvatur, ut formula con-
“tinens functionem lndeﬁnltam X, quaé-hic terna signa integralia

habet pracfixa, plus unico ante se non habeat, quamobrem quem-
admodum talis reductio commodissime institlii queat, hic ostendere
_constitui,, anuldem nisi certa artificia adhlbeantur, hmusmodn operatio
calculos maxime molcstos postulalet

§. 42. In 'genere autem hujusmodi formulas implicatas ita
repraesentemus '

fapfaqfarfasfat ete,

pro cujus evolutione a casu duorum srgnorum mtegrahum inchoemus,

et- quia erltfapfaq_fqap, reductio vulgaris "dat pg— /pdg.
Jam loco p et g iterum scribamus fap et faq, atque evolutio

" ita se habebit

fapfaq—-»fap faq—faqfap,

ubi in genere ‘hane aequahtatem notasse _]uvablt

fapfaqh-fap faq—i—faqfap—o

’

§ 43.  Consideremus nunc' formulam tria signa 1ntegraha
1nvolventem — _/'a pSo qfa; et quia ut modo vidimus est

fB 9/0rFr=—qgr— /gd F, nostra’ formula in has partes dis- -
q P

cerpitur S ¢ rdp— s op S q BJ , ‘quae  posterior pars ' reducitur
ad hanc formam pJqgo r-—-fp g 0 r, sicque formula nostra "erit
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fqr ap pfq o r +fp gor. Quoniam nunc .requiritur,- ut
elementum ¢ » In singulis paltlbus unicum tantum signum integrale
" habeat pracfixum; ponamus gop==.0v ut sjt’
A= fqOop=/Dp S D q,‘eritque
Sqr op=/r av——rv—-,fvar,

hincque colli gitur

| quar—fvar ./”af(Pq_-'v)w- Brfpaq
Jam loco - litterarum "finitarum” dlﬁ"erentlalla rur sus introducentur, at-

que valor quacmtus formulae SopSo q_/'ar sequentl modo ex-
‘primetur

fapfaq SOor—/op. faffaf/—l—farfaqfap,_

ubi in singulis membris elemento o r unicum -signum integrale est
praefixum.

{

§: 44. Ioter terma  igitur ‘elementa ap, dg. et ar se-
quentem relationem ncrtau operae ent pletlum

fapfaqfaf —/3p.S3q-/3r+/3p. faifafl—farfaf]fap 0,
quodsi autem similem reductionem pro casibus plullum 51gnorum
mteglallum exsequi vellemus, in calculos molest1351mos ac taediosis-’

-simos  delaberemur; interim famen ‘totum hoe negotlum per se- |

quentia theoremata facillime et planissime expedietur, et quoniam
singula membra ope puncti in duos factores resolvi convenit, ubl
talis factor deest, ejus Iocum unitate supplebunus.

qp

Theorema i.

o § 45 Prq unico elemento a p haec relatlo habetur
.fap t—1. pr:O maxime obv1a
. % 6 gl
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Theorema 2.

.. 46. Inter Dbina elementa B et 9 semper locamn
_ P d p
habebit haec relatio :

fapfaq 1——fap faq+1 faqfap:o

D.emonstratlvo

Ad hoc demonsnandum sufﬁc:]et ostendisse , dlIchnt;ale.
/ . . hujus  aequationis esse == 0, quoniam vero smgu[a mémbra  bi-
' nis constant factoribus, Seorsim considerentur. differentialia ex fac-
toribus - leOI‘lbuS ct' posterioribus oriunda, hic - igitur ex factoribus
_ prioribus’ oritur differentiale 9 p. (fog.1—1./0¢)==0 per
theorema -4, At ex factoribus posterioribus 011tu1 differentiale -

"—-aq(fap 1—-1nfap)::o

Th-e orem'd 3.0

. §- 47. Inter telna clementa g p, Pg. et 97 .semper haec :
"relatio locum habet - -

'fapfaqfai 1—~—f8pf6q fai+fap falfaq—-i farfaqfap__

_'Demo-nstratl{)

. - Hie iterum, seorsim pelpcndantur differentialia tam “ex prio=
., ribus quam ex posteuonbus factonbus mlunda, ex pnonbus au-
. tem oritur

ap(faqfa: /- imfaq SAri. S 09),
cujus valor manifesto ad rihilum redigitur per theorema 2. si sci-
licet litterae p et g uno gladu promowa‘ntur tum vero dlff'elentlale

oex fact011bus poésterioribus ortum est

—3r(SAP DG A—SBp. S D gt faqfap)

cu_;us valor pariter per. theorema praecedens -evanescit, guoniam
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‘_‘lg:tur ambo_ differentialia sunt = 0 etiam‘- ipsa forma nihilo vel

etiam constanti aequalis esse debet evidens autem es{ constantem
sponte involvi in signis integralibus. ' |

Theou:ma 4.

§ 48, Inter quaterna elcmenta. Bp, 049, ai et as sem-
o pel ista relatio locum habet :

s SopSagLAr S s, i—-fapfaqfaf S5
' S0P /DG SIS S D — [P [OS [Or faq = 0.
10801 99 0 -

Demonstratio :

Dlﬁ'elentlatlo factorum pllmum suppedltat sequentem £X-
preSSloncm

| Bp(faqfaffas i-—faqfal st+f3q fanas—nifaqfazfas)
guae ob theorema plaeccdens ad nibilum reducitur.  Simili modo -
differentiatjo factorum posteuorum pxaebet hane expressionem

| -—Bs(fapfaqfaf 1—-_/'8pr7 fBH—pr Sorfog—1 fazfaqfap)

'quae ob theorema 3, iterum est == 0.

Theofema 5. - -

~

8 49 - Inter quina elementa ap, aq, d #, BS et at
sempel haee relatio locum habet .

SOBSqSOr fIs fOt. i—hfapfaqfarfds SOt
/0PSBGS O fOLSDS— [OPSDY- SOLSOsfOry =0
. +/0p.fOLfO8fOr/O0g—14.[0L/0s/O0r/0q/OpY
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Demonst1at1o , (

HUJUS themematls demonstratio - proxsus eodem modo 5

habet ac theorematum praecedéntium;  sicque clarissime jam est

evictum' tales \1elationcs perpetuo verjtati esse. consentaneas, quot-
cunque. etiam elementis foerint composna

. § B0. Ouo vis horum theorematum clarius perspicia-
tur,  operae pretium erit, ea per ‘exempla detel minata illustrasse;
ponamus igitur esse , _

- op—=a* 1Bx aq"—'xﬁ‘"iax Br__.m""‘iax
| .08 = 9"‘183: t— at—10 =,

atque  ex theoremate primo  statim aequatio identica nascitur

x* x¥ .
= 0. Verum theorema secundum nobis praebet  hane
o o ‘ c S
aequationem P
B xt—+B + B
B(a—'—ﬁ) T ap d(ﬂ—'—ﬁ)

unde per :x:““*"p dmdendo plod:t haec aequahtas

rs (a+ ﬁ)’"“&"ﬁ"“a(a—k B— 0>

CllJllS vemtas sat:s facile ll’l OCUIOS mcurnt.

{- 4. Hae porro posztloncs in thcmemate teltlo intro-

ductae producent hanc, aequationem

xtHBAY ' xa-—l—ﬁ-%-.-'}"
v(w+f3+v)(ﬁ+v) T By (@+pB)
xa"i-ﬁ—l—q’ ' 0'-+ L ndt PR

TB@ ) eGPy
unde per v e dmdendo prodit haec egteg'a aequahtas
1 ‘ 1
TEEN BTN ﬁv(a+r3>+aﬁ(ﬁ+w _ a(a+[3)(a+£3+'v)""0’

: | - 4
) .




-
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{. '52. MHae positiones Jtelum in theoremate quarto sub-

' stitutae dant hane aequationem

grHBYE ' By

TN (V) VI BAP) S CYRNI )T CVay ey
a3 o B8 ‘

B'v(ﬁ-'-“) (y —+9) aﬁ(ﬁ+'v)(f3—+~'v+5)

JRREEY PERE | o
.'@'(@+B)(a+ﬁ+v)(a+ﬁ+'y+5) e

quae pe‘_r"wd"fﬁ‘i_"\’*‘@ divisa pioducit hanc aequationem

6(5+_7)(8+w—4—1ﬁ)(6+w+f3+va)_6ﬁ'('v+'ﬁ)iw+f3—|—’a)
TS ('v+6>“‘aﬁ‘(ral-%wi«a—k-fy—:éa) (= |

‘—i_a'(a—l—fﬂ)(a—r—;3+1q')(a¥1—{3+v-}-6) ' N - T

———

'§. 53. Denique eaedem pos&t:ones in theoremate qumto
substitutae ploducunt hanc aequationem ‘ )
' gt By 8t

| 5(e+5)(s+ 3+'y)(£+5—+ '}/+B)(e+5+ry+ﬁ+a)
d—,—ﬂ—}—')’+5—l—-£

s5(5+y)(5+'}/+ﬁ)(3+'}/—1~f3+a.)
ot B8 - ,

+3V(v+ﬁ)(v+ﬁ+a)(5+f) L,

ct—i—ﬁ-l—'v—l—ﬁ—f-s

BRI CEDICEDICEED) N
R el = .

S Y] )| R YRS Y (cpagve T
. 2T By A S e

- a(a+ﬁ)(m+B+v)(a+ﬁ+v+5)(a+ﬁ+v+3+f)




552 SUPPLEMENTUM IX.

.quae per m“+‘3+“’+5+5 divisa dat hanc aequatlonem max:me no-

tatn dignam _ - ) ‘ ‘ -
. _ . : .
E(E+a) (e—|—6+'}') (e—|—6+'v+r3)(e—l—5—l—'v+f3+a)

6&(6'+‘Y)(5+'Y+{3)(5+'¥+ﬁ+“)
1

+w6(=y+ﬁ>w+ﬁ+a>(€+a) | o N—

ny(ﬁ+a)w+6)('v+é"+e) ‘
i

+“f3([3+’1’)(f3+’)’+5)(£3+')’+5+5)

(a—t-ﬁ)(a—i—ﬁ—t—w (a+[3+v+ 8) (a+£3+'y+a+z)
"§. '54. . Haec theorematis eo magis sunt _'ﬁ;emorabilia,

quod eorum veritas non nisi per plures ambagesf in numeris. ex-
plo_rari potest, ideoque multo” majorem attentioriem’ merentur, quam

~ aliud simile theorema, ad guod nuper sum perductus, guippe
CIJJI]S demonstratlo haud difficulter exhlbell potest quod-ita se habet

4

Theorema numerlcum. I '

_ Sumtls pro lubitu quotcunque numeris veluti quatuor oe,|3 fy,
si hine totldem alii sequentl. modo formentm

a==a, b—cx—}—ﬁ
_ c—a— By et d:o&——f-—ﬁ—-[—'y+3
similique modo etlam isti
D=4, c-——B—i—'y
B=d+9y -+ et A:3—f——y+ﬁ—l~«rx,
tam sempel erit
1

A
Whed abcD+aZ;CD A.aBCD+ABCD—"'O"
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Dembn‘strla‘tio.

§. "85, Binae fractiones priores inventae, ob D — d— — c, .
dant fractionem — <3 D’ quae cum -tertia conjuncta Pproducit

cul quarta ‘fl‘a.ctl.O» Jjuncta dlaf: ~ gD, quac [ob: d —A] a ter-
mino ultimo penitus destruitur. | o '

§.-56. Ope superlorum theorematum omnes formulae <
,mtegrales nanlcatae, ad quas integratio acquationum linearum per-

ducere ‘solet, facile resolw po;‘.crunt . Pervenitur autem plerumque
ad tales formas:

_Z:faqfxap,z—farfaqfxap, B
Z==/0s/0rf0q K0P, Z=/dt/Ds/dr/dq XDp ete.

ubi litterae. P q, ¥, 8§, &, etc sunt functiones datae. 1ps1us X,

~at vero X functio quaecunque ipsius x; atque hic teta resqu—'-
tio-Ita institui debet, ut in singulis membris functio. haec indefinita .

X unicum _tantum signum ‘integrale habeat praeﬁxum ‘hoe  igitur,
ope superiorum theorematum, famle praestari poterit, si modo ibi
loco elementi a p scribamus’ Xa Py quo observato singulae reduc-

fones. sequentl modo se habebunt
L Resolutlo
formulae integralis
faquaP

- §..87. Biloco 90 p scribamus Xap themema secundum
§. 46. nobis suppeditat hanc . aequat:onem

SXpSIG—/Kp S+ /D q X Dp=0, -

cujus’ postremum membrum - est ipsa mostra forma reducenda Z,

' consequenter resolutio - statim dat

2=/09./X0p— fXaPIB%
o Vol Iv. . | | CT0

1
ad CD>
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' sdeoque ob. /0 r/ —= g habebimus
Z=q/Xp =S XgOp.

N ~ Corollariunm '
§58 8t fuerit q:_""p,"erit B
| Z::prBp-—-—prap

L Resolutlo |
* formulae 1mp1matae o o

§. 5O. Pro hoc ¢asu sumamus themema 3. 4. 47 un-
de, si loco ap scribatur Xap, deducimus . hanc aequationem

fxapfaqfa;-—fxapfaq Jor +fXBp fazfaq—farfﬁqfxap_
cijus postremum membrum est Jpsa founa reducenda Z, hmcque
adquue ‘colligitur ‘ |

Z=/3r/0q./XDp— far fXapfaq+fX8p faqfa:,

quae ergo reducta dat

z=/q0r- fxap;-erqap-a-fxapf:aq

| Couﬂlar:um

- §. 60, & ergo hie " fuerit go=r =p, prodibit ista re-
solutio:

Z—-fapfapfxap 3ppSXop— prpap—qup,vap”

III. Resolutio | ‘
, hujus formulae 1mp11f3atae_ )
Z=/ds/dr/Dq S XDp.
§. 61. Pro’ hoc casu sumamus theoréma 4 §. 4s. ‘unde-
si loco op scnbatm Xop deducimus hanc aequatxonem




o

7 unde EIU‘O prodit
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fXBpfaqfaz /Bs—waapfaquJ st-—l—-/Xapfaq fasfar
| ~/X3p: fBSfaifaq-i—fBSfaJ‘faquBP

cujus. posiremum membrum est ipsa nostra formula reducenda Z
hincque adeo colligimus - -

7 s fasfarfaq fXBp-—-stfar S Xop faq
D | -+ /0. fXapfaqfar—-fxanaqfalf56‘=
quae ergo reducta praebet

'-' 7 gfanqaf fXap—-j‘ias quBp—MfXaqf;Bq |

—fXapfaqfsar
/ o
. Coxollallum | ~
- §..62. S ponatm se=resg = p, tom plOdlblt ista’
" resolutio : T '

'z--_: ;ép? SX BP'-—%p;vf_ Xp BP Gz S Xpp ap
o =&/ Xp°0p. o
1V. Resolutio
.hujus fofmﬁlae implicatae' |
Z""fatfasfarfaqfxap

§ 63. Pro hoc casu sumamus theorema 5. §. 49 unde

si loco 9p scribatur X 9 p, prodibit ista aequatlo

'fxapfaqfa:fasfat—-fxapfaqfarfas fat |
+fX3PfafifBi-fatfaé‘-_—fxapfa?-faifasfa’_ :0}

+/Xdp. faifavfaraq—fatfaéfarfaqfxaﬁ

cujus postlemum ‘membrum lest '1psa nostra forma reducenda Z,

e o ‘ 70%

s
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- fatfasfarfaq fxap«fa ES0s/or. [XApsdg
'Z"““{ /0t ./ Js. fxapfaqfai-ffat fXapfaqfarfas
—f—fXapfaqur/'asfat
quae élgo reducta praebet ‘
g SAESISS GO SRDp— S DS s, SXqdp
Z"‘“% +/sot. [ Xop[Sr aq——thapfaq/sar
’ '—t—fXBpfaqfarftas

o Corollatium,
N _ ]§. 64. Si hic sumatur t: s*“'*r‘—'q__p, tum Plodlblt
15ta resolutio ‘
7 — 24p fXBp—IP fXP8p+IPPprpap
| fXP35P+z4fXP43P-

§. 66. Quo indoles harum resolutionum clarins perspicia- -
tur, quoniam litterae p, g, » "y §, £, Tunctiones datas ipsius & de-
notant, ideoque omnes expressiones ex iis fmmatae parlter ut cog-
nitae * spectari possunt, statuamus brevitdtis gratia

OpSIG= 0 OpSDGSD r= p; 0p/39sSd rfas——ap’”
Bpfaqfarfasfat'“ap””, ete. .

-hocque modo postrema resolutio ita referetur o '
Z=/3t/ds/dr g . SXOp— faifBSfBi /X dp’
-]—fatfas fXaP” fat fXaP/”PI--f,_Xap’W/.

Quod si hic porro statuamus . :
fatfaS:fsat—'t f8tfasfar‘“t”’ fatfasfarfaq—-t’” '
‘tota resqutlo hoc modo conneinne repraesentabitur | tod
L= RO pe t KD - S KD p e t/‘X 25 T
- X ap/m ‘ | , "
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quam repraesentationem -etiam ad p1aecedentes resolutiories accom- .

modasse juvabit.

-~

§. 66. ~ Cum igitur in_tegratilolformulae implicatae

B=/OLI5 S0 0g S XDp

‘reducatur ad integrationem sequentitm formularum integralium sim-

plicium: fwdp; S 20p’s S2dp”’s Sxop”; fadp” quaestio

hinc oritur non parum curidsa:- quemadmodum ex his formulis sim-

'p1101bus vicissim quantitates ¢, r, s et £ concludi queant? quod

sequenti modo famle praestabitur. Cum sit. Op =3 p S0 ¢, erit

ap’ ___ op__ P ;
faq = g — z=. Ponatur nunc p01 ro ap __q’, app C]”, c_)\fi'P = C]’ i’

etc. quibus v_alorlbus introductis habebimus~ 7 .
§=S09S0r; ¢“=S3qSdr [ ds;
' ' -E)’M:faf?fa?'faé‘fat; ete.

Quoniam igitur hi valores ¢, ¢/, g%, ¢, q”” sunt dati, ex prmm

. . ‘ ad 7

- statim -collighmus /" ¢ r —= a&; ‘== r.. Ponamus_ autem pozro a—aqq —r;
- i

gg ==r"; ete. eruntque etiam hi valores, r, 7, r”, etc. dati,’ qui-

.bus substitutis habebitur. ¥ = S Jr /% ¥ =/ D rfasfat,
’ 4

ex -quarum prxma Sequltur S0s=—s= %%- Quare _si porro. ﬁat

,.h'

'3—% ent quoques__.fasfat hineque /'Bt——t
Ex- his-clare- mte]hgxtur quomodo hae formulae inveniri queant PlO‘

casibus adhuc magls comphcatls

§. 67. 'Sizpeles;t ut edam de transformatione talium for:
mularum  integralium implicatarum “pauca adjic'amus, quod totum
negotium sequenti ploblemate includi potest.

R

W
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o
o
[+

Problema.

. \. 68. Proposita jormula implicata terna signa summatoriq
muo[uente S0 P S a gfor, uwestzgme almm\szmzlem fo; mulam

fananaR

illi aequczlcm
.+ . Solutio, |
‘Per theOre;na,‘ 2. supra fallatum formula. 1'31‘o.p_osita' ita” est
resoluta’ .
Sog for—= S9q.- fBi—»—fB}qu__qfa;-—fqai
Simili modo plo formula quae31ta erit
fBOfBR-_ QSR — foaR
.1equ111tur igitur ut sit
c/aprJ-—-apfqai :QBP]‘BR anOaR
_ qﬁae aequalitas adimpleretur,” sumendo P — p, Q—gqg et R:r;
verum permutandis membris statuamus - -
OanaR’—“_—apfqai et 0P/ QOR—— qufBz
atque ex priore aequatione deducimus Q 9 P —= — 0 p, -ideoque
0P — an , um vero ¢ R==¢ 0 r; ex altera vero aequationc .
habemus B P —=—g9p e QoR=—Dr Cum igitar esset.

- dP= -2 _Q-, erit Q ==, hincque porro 9 R=—=¢ 0 r, unde ob. Q.._.q,_'
erit 9 Q — =94. _ Consequenter formula integralis” quaesxta pro-

qq
posita fapfa g f 0r aequalis erit

f‘i’ai’f—ff?ah ' .
unde. patet perpetuo-loco “formulae /' 2 p /0 q / aJ ~ scribi posse-
istam: fqapfaqfqa} ‘

.4

A
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, §. 69.. Ouando ngtm plura signa integralia 51b1 invi-
Ccem fuerint involuta, veluti si habeamus S dp /S Qg fO0F /O,
ista transformatio in. quibusvis ternis signis se mutup sequentibus
institui} poterit, unde in hac formula proposita "duplex transformatio .
adhlberx poterlt prior scilicet in ternis ‘signis prioribus praehebif

fqapf 901/ 0s,

'at-vero In ternis posteuoubus haec transfmmatm adhlblta chblt

fapftaqj}rfras, o

- . Corollariu‘m 2.

[ . §. 70. - Hinc 'porro. ope ejusdem  transformationis ~aliae
lIl'-‘lJpEl fleri ‘possunt, veluti ex postrema fo:ma

fapfraqffwffas

ut in ternis prioribus signis res ‘expediri queat loco . » 0 g scrix
" bamus 9 v, ut habeamus s

fapfavfa*f:as

quae transf‘mmatul in hanc’

aru
v

quae omnes formulae ipsi Eploipomtae sunt profsus aequales.

-

-var ‘ ‘ L

§ 7 1. Ut rem exemplo ilIﬁs’gljelnus, sumamus esse po—=x%;
q = xf; r=a", —ita ut formula proposita sit
o B x')’"!‘ﬁ—}-a

(v+ﬁXv+ﬁ%ﬂ)

aﬁ'yfm”‘—iaxfxﬁ ‘Bmfa:"""’a:x:

o — . . )
Jam pro transformatione erit primo

_\ | f' ‘ . . "-'..
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oy aB 99 __Po=.

fgra) _—E—-_!jm-, ideoque ob = erit
. - .‘ Id;y‘ .o
fa({fqar_ B x
J 99 B+

quod duc’tulm in q'ap et integratum producit .
(ﬁ+vMW+B+v)
Patet igitur harc transformationem latissime patere atque ad omnes

formulas implicatas accommodari posse eo pluribus diversis modis,
quo plura signa mtegraha_mvu.em involvantur. - ‘

§ w9, Haud abs re fore judico resolutiones supra tra-
ditas ad summationem serierum potestatum reciprocarum applicare,

@£
quod fiet si.loco X sumamus ﬁactlonem =, tum vero pro sin-

a - .
gulis elementis op, a g, 07 0 s, scribamus ?x, unde - corollaria
subdexa in usum vocari poterunt,’ ub: sc1hcet erit p::l z.

c

’ —

§. 73 Cum sit per seriem mﬁmtam
X""xv—l—xa:—!—x L L PRI LYy +x8+ ate.
erit -

' X
SXop—= /"~ am w—l—,;mx-u— 1x —4—1934-;-537 —s—fx +etc

1

quam seriem constat exprimere logarithmum fractionis —:—1_-5, quan-

doq‘mdem est -
Xox . , ‘ 1
S ——ll —2) =1

x%

§ 74, Multlphcetur haec series pmro pé 8= et inte
=%

gretur, prodnbltque
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) |
fa” _af__.x+ 1900+ 3:3+-—5334-4~—-375+ eter

at vero hujus f'mmulae mteglahs'lesolutm supla § 57,- “data.
- praebet : ' : o :

B e

quae quidem 1ntegraha ita aCClpl supponunml, ui posuo x——- o
evanesc-ant hic autem 1mplnms notctul casu quo sumitur m:i
ob 1 1= 0, hu_]us seriei ’ .

.lH— ~+- 7 16—{.‘5?"*' ete. |
: 1 . 7t LT, . :
snmimam fgre —_ f zx “";, cu‘]us- ‘valorem olim primus inveni esge
§. 75, Ducamus supelmrem senem denuo in %’f et ine
tegrando obtinebimus: o .
B fox pOX _
f_’xf—xf x—x"” 5200 o 333+4a+334+ CC;'-+=eLc,
_Formula autem haec Jmpllcata per §. 59. ita resolvitur
. dxle da(lx)z .
1/, oF e foxiE 1 poxGx)?
E(lm)fi——x l.‘Lf 1—ix """:3..[ 1—x °

Casu igitur .quo. x =1, summa seriel reciprocae cuborim

' 1 i 4 4 - _ ' : .
1+F—F--§+~E+‘5—z+etce_ - o . .
o (1x)? : _ I -
1—x "¢ K S C

erit : 2]

. § 6. Slmxll modo snpermlem «seuam per %“- mulﬂphc.e»
‘mus et mtegremus tum plOdelt , ‘

dx ax — -
L2 1__m x+2,‘,:cac+ %% S @ ete.

At vero haec fmmula 1mpllcata per §. 61. 1educ1tu1 ad hane formam.

e foEEx ax('lx)’-’ T : :
2(13’)f ‘Igf LT
fax"(_z#x_)im o - - . .

S YL 71

—
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Pro easu elgo quo P huJus seriei reciprocae b’quadl‘atorum

' . sunma erit -~ 3. —;“C”(L)-: C.u‘]}us‘va]oaem ole ost.end: esse— E—-‘

i

_"" S ) “ § T, Muftrphcatlone denuo- per'a—— mstltuta et integra-
~ . o _ tlone pel;acta habeblmus. . ' :
N S T dx A 3
| : o _ f f f f fa_m.—m+ ac:c+ :r:3 i— :c’*
4+ :1:5 -+ ete. -

' quae folmula' 11an1cata per § 63 1educ:1tur ad hanc fonnam
3x(1a‘.‘)"

L RS R T

lmfax(lx)“' ; n4 [-ax(lx)‘_

v :l—x

Hine Ergo casu a‘c::'i hujus  seriel rec:plocae Potestatum qulnta-

da (1x)*
. Tum summa erit & / —f( =),
. —"";'I'
IR §'78;. Coﬂrgamus omnes Jstas ‘series plO casn x—'i

earumque summae sequenti ‘modo _per formulam mtegralem smnphcem
S . expnmentm : - :

R - + IfLZomete,= 'ff_aic"—"oo_,

N a | "1 +2—,+3—-5 o—}-I ,i_,_, ete. = j_'i”i%__”?,
. | l+za+q,;+;ta+5d+etc = fafff'.
14— bt ~F*H~%c j@”“T g,
L1 +25+ - +5,‘+ etc. : % af_(_l’;)‘, .
L . J'""2'5"'“35”"4“4‘5,5"“Etc "‘,—:""':"‘fEB afﬁz)s"—;gz;sﬂ
‘ ax(lx)"

‘ 1"["'0—,*'!-“5;-’"4—[;—}-'5—7'—]—3{:0.: 700 e ?
Lo — Bx(lx)ﬁ 2

_ 1+n“+38+4"+ +etc..__. 5040[ 1—x% 9450’
' etew ., \_

. ‘ - . I.V CT.C-. "
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g 79, 1In genéfe igiiur :.-hujms .‘s.eriei‘ o ; -
1 A 1
1+2n+—gﬁ+ —-—~[—- —-}—sem.
in- infinitum contmuatae summa ita exprnnetul . .

D x(lay—t o j
120....(71—1)_)[ T—z

vbi sigrum " superius -~ valet,. quando . exponens m est fmpar, in-
fevins were,. quando est par Istas summatmne)s jam pridem qui-
"dem repeltas, ideo hic aﬁ“erle visum est, quod mon ita pridem Ce-

" leberr. Lorgna easdem has summatlones per formplas continuo  ma-’
- gis implicatas expressas exhibuit, cum sine dubio: istae: formulae in-"

tegrales mmyhces longe praefere-ndac wdeantur'

N o . . N

T




