i

590 . S R

SUPPLEMENTUM XL

AD FINEM TOM. 1l,

-

CALCULO 'VARIATIONUM

-

Methodus nova et facilis calculum variationum | tlac:tandl. Nows
' C“omment Tom. X7 Pa:g. 835 — 70, |

. 1. B detur aequatlo . quaecunque inter binas yarias

biles 2z et z, seu quod eodem redit, sl gy fuerit functio quae-

‘cunque 1psms ¢, tum omnes expresqoneS quomodocunque ex his
duabtis quantitatipus—# et y formatae et compositae, tanquam fune-

tiones’ univs variabilis- # spectari poterunt, ita ut.pro quows valore
determinato 1ps:us o, determinatos quoque. valores sortlanturn.

§ 2. Hujusmodi aiitern expressmnum ex quantitatibtis

ety formatarum, tua genera constxtui convenit; ad quorum'

pnmum referimus omnes ‘illas expressiones, in quibud tantum ipsae
quantltates x et y occurrunt et per operationgs quaseunque. 5iVe
algebramas sive, etxam transcendentes 1nter se sunt complmatae,
cwusmodx sunt o x> - Bxy+ v y3, item e*% Are. sin, s

. In gua- posteriore” operatlones transcendeftes cernunfcur. Secun~
‘dum autem genus eas complectltur expressiones, in quibué praetet

1psas quanutates X et Y etiam ratio dlﬁ‘elentmlmm steurfit, quam

- rationem -adeo ad  differedtialia crjusque  gradus | extendimus, cu~
jusmodi expressionum -indolein quo clarius perspiciamus, ponatur
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more §olito S R R |
Dy=—pdw; Op=gdw; 0gI=rox; ete.
‘sc tales expressiones erunt fanctiones quantitatum ‘%, ¥, P, §5
ete. Tertium denique genus ejusmodi expressiones continet in qui-
bug praeterea formulae integrales involvumtur, quorsum pertinent

expressiones illag in calculo variationum imprimis consideratae, quae
hac forma sunt,repraesentatae SV 0 &, ubi V.est functio quae-

cunque non solum ipsarum- x et 1y, sed etiam quantitatum p, ¢, 7

- ete., -quin etiam ea alias * insupex © formulas integrales involvere
potest. J o ‘ : -

K " 4§ 8. His circa terna hujusmodi expressionum  genera
constitutis, facilins indolem caleuli variationum explicare poterimus.
Totum enim negotium hue redit, ut si proposita  fuerit yelatio
quaccunque inter « et y, eaque aliquantillum varietur, -seu €jus’
loco alia quaepiam relatio inter o et z ab illa infinite parum quo<
thodocunque discrepans adhibeatur, - investigari oporteat, quantam
mutationem omnes illa¢ expressiones, tam ‘primi, quam secundi et
tertii generis sint subiturae, ad quod inveniendum., in calcule varis-
tionum prouti equidem cum olim tractavi, practer differentiale 01,

. quo quantitaé y augetur dum % in z -0z abit, ipsi quantitati ¥
aliud incrementum 3 g iribuitur, penitus ab- arbitrio. mostro pcndené
neque Pper & 'fietérminzitum_, cul. incremento - variationis nomen indi-
deram, atque methodum exposueram, ' variationes inde in singula ex-
pressionum genera redundantes inveniendi. '

-

§ 4. Videbatur igitur ealculus yariationam omnino sin-
gulare calcull genus cor_;-stittiere,: verum postquam ejus indolem -ae-
curatius essem perscrutatus, universum hune calenlur perspexi- levi
facta immntatione ad secundam partem caleuli integralis, cujus ele-

s
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menta in  tertio volumine operis mei .de hoe argumento ‘exposul,
reduci. posse, Pertractavi autem in ista sectnda parte eas inte~
gratlones quae circa . functiones duarum vériabilium versantur, in
_quo caleuli genere . ctiam nune vix wultra prima. elementa progredi
“licuit, : a

!

| §. 5. Illius scilicet incrementi‘ loca , qU.o& variationem
appellavi, ipsam quantitatem ¥ ‘non  amplius tanquam fanctios

'mem solius variabilis 2 - considero, ' sed eam tanquam funetio-

nem binarum variabilium 2 et £ in calculum mtroduco, sic enim

. duin am( y) significat- verum differentiale ]pSlI:lS Y, haec formula

J ¢ (dyf) idem significare poterit, quod antea .signo & y mdicavis
mus, Quo haec 1,edc1antu1“._clar10ra concipiamus ¥ ut apphcatam
cujuspiain curvae- abscissae 2 respondentem, atque in calculo varia-
tionum alia velatio requiritur, quae omnes alias cirvas huic. saltem
proximas complectdfﬂr, omnes autem hujusmodi curvas, si "X deno-
fet illam functionem cui ¢ aequatur, tali aequatione contineri posse
y == X ~~tV manifestum est; denotante V functionem quamcungue
ipsius z Sumta enim ¢ infinite parva haec aequatio omnes om-
nino lineas curvas propositae proximas in se comprehendet, atque '
adec hanc formam multo- generaliorem reddere licet, ita ut pro y
functic quaecunque binarum variabilium @ et £ usurpari possit, dum-
modo ez ita fuerit comparata, ut pos1to F—= 0, prodeat ipsa func-
tio proposita -y = X. "

- L, 6. Pro variatione igitur :invenienda, quantitas 2 ut
constans speclari, ipsius vero z differentiale tantum ex variabi-
litate ipsivs ¢ .desumi debet; unde si  expressio proposita fuerit
primi generis, functio scilicet ipsarum z et ¥ tantum , - quam
Bittera 7. designemus, ponamus -differentiatione  consueta ' pro-

A
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dire M' e --NJy, atqur: nunc pro sariatione mvemenda flat
a0, at loco 0 ¥ scribatur 9 ¢ (a ), ‘quippe quod est: incremen-

N hujus espressionis Z erit .__Nat(a”) " Quare si 1psa variatio ei-
L mili modo per Dt(——) mdlcetm, habebmus (a t)—*‘“N (a D

~— . . . . . - .t

_ § 7. Nunc ad . explesswnes seCunél generis pmgredaaa
e .*nur, in quibus quum praeter z et ¥ oceurrant .quantitates ‘P, ¢ T

E Jegem generalem hlS formulis exprlmentur
e oG Do (3D ot G et

' Quum- autem, pro’ sola variabili z, sit

3 59
P""‘(Bm) .-—‘(a axg

ap ae o
;::( >'—'(ax};)”‘_’(8my) P‘tc°' AR

riabil -

p 7808Y"
- GB

axat '—'M(agﬁaf ( )-—M(axaaf etc

“ubi, meminisse - Juvablt\ fcnmul’xm verbi’ !graua ( ) produe, sl

functso 7 -ter dlifelenhetul et duabus vicibus sola. x, una vice au-

ferentialia- sm1phc1a a @ vel at ab‘]lclantm

-

tim .ex sola, varlablhtate ¢t -orlundvm.  Quo facto vanatxo quaesita

ete. harum variationes qnatenus Y- etla“kn & varlablh L pendet pex"

erit per _'rcgulas venemles d1f1”e1ent1andr f’unctlones &uarum Voo

tem -sola ¢ valiablhs ‘sumatur, tum Vero quahbet dlﬁ'erentxatwne d;f-‘_.

- 4§ 8. His expedltls 51t jam Z functio .quascunque ip-
garum z, Y, Ps G, T» €€ hic quidem sllo adhuc . respect
habito ad ‘yariabilem £, quippe quae tantum in subsidiumg -va- .
riatiohis introducitur, atque differentiatione more solito. fac:ta prodcat
, az-ﬂMam+Nay+Pap+Qaq+ R O r = ete.
Fol. IV SRR s

TRA L
i
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"ne illa Z ublque loco % scribatur ejus valor- auctus y — 0 ¢ (a i)

5 . ’ . !
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- pume igitur 1‘)10 vanatmpe seu ot (a—) mvemenda SCllbl debeb1t ut -

’ !

- gequitur -
(. v

Oz 03 ay——‘at(a) ap:at(a)“—*af(aaxagr
aqﬂat(d ,at), or = at(a 7ot gte.

o atque variatio quaemta erit

at( 2y Nat( )+Pat(§jgt)+gat(a naf)ﬂiai(a aar)—}—etc

unde seqm;.ur d1v151one per ‘01 facta fore - L
g0 e
) ( ) P(awgt) Q(axzat) R(axaaf +CtC.

o. Sit. nune etiam . CXplCSaIO q_uaeounque teLtu gew

neris- Proposifa S Lo a:,' ubi Z sit funcmo quaecunque 1psarum

Wy Y, p,' q, r,. ete. 1ta ut pf31 dlﬁ'srenuatlonem 01d1na11am ha-
beatur

07 “'“*Max+1\Tay—1—P3p+Qaq+Rar+ctc
ub1 qmdem hactenus nulla ratio movae varlablhs £ est habita, atque

1nteg1at10 formulae plopos1tae SZowm per solam varsabllem o est.

expedienda, quo- obselvato quaéstio huc vedit, ut si jam g ut funce

tio bmarum variabilium’ @ et ¢ con31de1etur et ublque quantltas y_
- elemento Bt(a ) augeatul,‘ augmentum quod ipsa fmmula mtegrahsr o
[ 7 0 x inde Caple‘[. deﬁmatur, hoc- enim augmentum 1psa eut va-~ J

‘riatio -formulae 1nteg1ahs plOpOSltaB : -

§ 10. - Quare ad hané varlatmnem :nvemendam 1n fﬂﬂctlo-— 2

smque ot ante vidimus, ipsa functio Z augmentum capiet 0t (

ex quo ipsa formula " integralis. augmentum capiet hoe /0 t( )a

quod et ipsa vaua‘no qua351ta Ouomam véro in hac integratione

-sola - pro variabili- habetur elementum Dt ante signum Pom pote-
_xit ita,ut jam variatio futura 51t"_:5 tj‘a (a r) VI

Y

l
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| §. 11, Quonlam lgltm“ 'in § 8 valor ipsius (B f) Jam SRS
©.7 evolutus habetur, si ille hlc substituatur, formulae f 7.0 x variatio .
p1od1b1t ita expressa S e

. 93y
atfaw[N( D+ P(Bwaf)+Qcax“81‘) R(a Q""‘em] | !
quam etiam seqﬂentl ‘modo per partes repraesentasse J'IJVc.blt ' T
93 - | | ;
BthBm( )+at fPE)ac(a 3’ fRam(a w5 ety

qua expressmne contenti esse possemus quaestlo cn‘ea casum.
allquem determinatum institueretir , ubi J ‘non solum - fimctioni
~cuipiam datae ipsius- x aequaretul, ‘sed’ etiam neva variabilis. £
‘mhodo determinato 1ntl.oduceretur- tum enim omnes istas formulas

(gf), aaxagt 5 (a xga'f s © ete. ac'tu evolvelc “liceret, ita ut tum.__‘

“elementum ¢ x per solam funcuonem xpsms x afficeretur, siqui- . -
‘dem ‘uti 1n1t10 mnu:mus, evolutlone facta, iterum pom debet t—= 0. I

-

: -

‘ §. 12, At vero tales quaestiones . determmatae nunquam
occurrere , solent;  sed potius- relatio inter z et 2 semper in-
cognita esse solet, inde ' demum. detersninanda, quod variatio - In-
pihilum  abire debeat, ~quippe in guo methodus maximorum et
-minimorum  versatur. Hu_]ﬂS!.‘ﬂOdl quacstiones ergo ita enunciari
conveniti qualis felatio inter quanhtatesxety intercedete debeat, .ut
formulae integralis proposnae / Z 0 = variatio. In nikilum abeat
_guomodocungue etiam nova variabilis ¢ in caleculum mtroducatm‘?
Quodsi autem quaestio hac ratione ~instituatar , - perspicuum est fora

: a 80y o
muhs (a ) 5 (53 t) (a xgar) 5 etc. nullos celtos valores tribui posse.

~

- - § 13. Verum hic prorsus singulare altlﬁcmm in sub-
' sidium vocari potest, cujus ope- formulas 1ntegrales posteriores
cin § 4. ad formam puores redu;:ele licet, ita wut. in- ommbus
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-eaden{ f‘ér‘mufa (g" ) ‘o'coﬁrr‘a't. - Quum enim Bw(aay ) sit dlf'felem

tiale fmmulae (a T) sumta sola % vauablh erit per consuetam in-
: Iteglahum 1eductxonem '

03y N _aPI don
Ak (Bacat)“—P( —-—-stv = GY
simili, modo quia aoc(a 57) est dlﬂerentlale formulae (a ar)’ ha-
- beblmus statim, hane reductionem. - .

35 39

‘/'Q‘aw(amzaf -——Q(améyt v_\/ am( ) aadyf
| nunc vero per' praccedentein reductzonem fit B
30\ 39 3Qy 3 B30y By -
. T ‘fa (am)(axgt)_(ag)(y) fa (a )(8
ST smque omnino ‘habebimus - - .
. 33 30\ Dy 350, /3. ' - -
fOBx Bx"at)""‘“f‘-(ax gr (a )(a )‘*‘fa‘”(axﬂ (agr’h — 1

_atque nune - Satls pelsplcuum est, sequentern formuhm mtegralem it -
“reductam iri '

“34. EE 23R
- " . fRam(a&s%t) R(ama af _ a ?[{(aggt)+(_gm2) ( -, ‘
L ' - ‘“"’fa (B:x:”) (a )’ e e ,
o Cae 81 msuper talis formula ‘adesset, foret " ' ' "
L 0d8 09
fsa (am“at) S(ax3 Bt ) (amsatJ‘}‘(amz) (ax;t

(axs) (aDD +/ 0% (553) G

G iJf., Ouodsx nunc  has formulas reductas substxftua~
L . mus in explessmne variationis’ quaesitae formulae S1Z 9z, tum
Y - haec variatio non solum formulis constabit 1nteglahbus, sed etiam*

COHtEneblt partes absolutas, quarum aliae formulam (a ; alize hanc

‘ o © - 4,00y
o Bxat) -alize vero hanc (a

;i at) 2tc. contmebunt dum conira om-

2 L C e
» nes 1nteg1a]es eandem formulam. (8—3; 1nv01vunt -quocirca variatio

quaesita formulae propomtae f Z B w, sequentl modo ha.bebltm
expressx. . .- . Co
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Vat,fa‘w@i)w —Gs H—(”Q)_ gs:;)bk-(aw)—-etcj e

A2t P35 — am3)+enc1 L
+3t(§f£’f)f~~ ax)+(aas)—-efcl |

'“’“at(amﬂar )“}"em] - BT |
B |
_ - etc, '_' ‘ A - o
’ o § Ouamquam 111c meurn  institutum non est metho-

-fium ma}clmorum et minimorum peltlactale, quomam hoc a11b1 Jam.i' » B
- satis copiose est facturi; -tamen hic praétermittere non . possum, IR
qum obs¢rvem, 81 varxatlo fomlulae f Z 0 x- evanescere, debeat_ 7
'quoniodocunque etiam wova vamab;hs t in calculum 1ngred1atu1,'. :
id nullo modo flerl posse, nisi tota pars’ prima intégralis seorsim |
evanescat ex quo necesse est, mter x et y hane aequauonem :

.. constitul '
CT o e _,'_7--'8 . .
| 0= -—(—)+(a e E NG )-—etc
et quia nuic variabilis £ nulla. amphus ratio habetur, sicque tan—,
tum unica adhue vanablhs & superest clausuhs OmlSSIS hane ha-.
beblmus aequatwnem o : S - e
— aaQ aaﬁas P
=N +ax2 P PO etc' A :

-qua demderaia rtlatlo inter _x et ¥y exprimitur. Partes antem aba
- solutae, tantum ad' terminos extremos referuntur,.circa quas ea ob-
servari debent, quae jam ahbi fustus * sunt praecepta. : ‘

5 16 Hic etiam . non 1mmoror 1is 'casibus, “quibus quan-~
titag, 7~ ipsa insuper formulas mtegrales mvolwt, quomam etiam
hoe argumentum alibi ¢atis est pertractatum, verum hic - opus. multo .
magis arduum ‘molior, dum eandem hanc methodum ad functlones

: adeo duarum varlablhum extendere conabor quod equ;dem in- d.is«.“ S

FE—
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i

sertatione - lla, quam olim de calculo varlatxonum conscrlpseram, {
tune temporis praestare non potm, multltudme tot quantltaturn di-
versi genells deterritus. R ' )

Y

¥
N .

Appllcatlo method1 p1aecedent1s ad functlones
duamm vauabllmm |

- B §. 17 - 8i habeatur aequatlo quaecunque inter. ,ternas va.-' -
nabﬂes x, y et %, -ea naturam cujuspiam superficiel exprimi’ cen~ B
'semus, ubi quidem binas coordmatas 2 et y in plano horizontali
¢onstitul intelligamus, tert}am vero % verticaleni,- sicque haec lertia
Z, ut functio spectari ‘potest binarum « et y; unde more sohto'
duphma mmementa consideranda occurrunt, quatenus scilicet a va- .
riabilitate ipsius” , vel ipsius. y nascuntur. - Tllad nempe incremen-
ium ipsius % quod ex variatione ipsius = “oritur bhac formula 0 x

), hoc Yero, ex Varlatlone 1psms y orlundum ista- ay (—) indi-"

cari solet, . - o ~
o § 8 Ouods1 jam haec. supetficies aequa‘tlone mter %,
<y et z expressa, cum aliis qulbuscunque superficiebus ipsi ‘pro oxi- - ‘
" mis comparari debeat, id commodissime’ flet novem ‘variabilem £ |
. introducendo, ita uwt jam z spectanda sit’ ut funetio” trium variabi- - ‘ '
e 'hum, x, iy et &, quae qmdem sumto £== 0, in finctionem supe- o
rlorem abéat, at dum ipsi- £ valores infinite paryi tribuuntur, om- '
L nes, spperficies proximas complectatur, quo posito’ perspicuum  est,
. 'quomam vamablles x ety a nova i neutiguam pendent earum dif-- ..
» . ferentialia 0z et 0. Y nullo’ modo cum © ¢ permisceri, sola vero .
- coordinata % triplicis geneils incrementa capere polest, praeter bina
enim jam ante commemmata, quae vel ab =z vel ab ¥ proficiscun-
tur, 'accxpere poterit incrementum a variabilitate 11331115 i ouundum

= est replaesentandum, o ‘ |

quod tah formula at(a




. ipsius coordinatis @, y et % compositam, sive per meras operatio-'

lito dlffelenuata praebeat

: Ta.les ‘autem explessmnes ut- ante primum genus constituunt

‘guae duae littepae differentialia primi. gradus complehendunt demde— ;
pro. d1f’fe1ent1ahbus secundi gradus ponamus -

atque 8i- ejusdem " incrementurd desideretur a nova vanablh 3 sola
_oraundum, manifestym est, statm debere Dx— 0 et o JZ 0, at

p1essm v ‘praeier ipsas coordmatas ::r:, y, 7 etlam rationes dif-

ﬂtest, (bic enim nondum - ad novam ‘variabilem ¢ 1esp'c:1mus) ppna-

AD FINEM TOM. It 809
4 19 Ponamus runc V. esse expressmnem 'ﬁtcunqué ex -

nes algebraicas; sive etiam tlanscendentes formaias, guae more 80-

o

aV**Lam+May+,Naz, k

Toco 0% scr;bl debere 0 t(a ),,- s:cque hoc mgnandl modo usurpato '
habeblmus )

Bt( "“Nat )1deoque(af——’N )'

§ 20 Progledlamur ergo ad secundum genus, Qo €X-

ferentialium  earum involvat; atque hic’ qmdem ante ommnia, for-
manl hujusmodi .expressionum accuratms perpendl oportet QQuo-
niam autem hic statim quantitas’ % duplicia incrementa capere po-

mus brevxtatls grat1a S : - o
5 Pet(a)'_"f’% S I

aaz — 39z ‘ Baz .
0 %2 f]': axa)—‘q q

unde sequentes relatlones Jinter has htteras et plaecedentes nos
‘tasse juvabit '

- 7Y = gy (% *)——q (ay =97 -
simi'li*modo differentialia teltu gradus “his fmmuhs complectamur,-
a_)#_ _aaz__.».(a — )#_.
3= — 15 \5sfay 2 acay)""' 7’ d




et "sic:ultr-a quousque ‘libuerit, . .

" erunt expumenda qua.e eum  suis transfmmatlonlbus pEr se satis

660 - SUPPLTMENTUM XI.

ubi hae relahones sunt notandae

), /._. CR AR a‘f) P 39) ( . J.///_ a‘?
oy g x BRACE ! 33’

qua.rta autem differ entialia has. formulas prachent - i {
(e Vo f O3B N, e f 02 ) 77— ' . '
§ =\ aoc4> S —\§=d g "‘? TN x* 9 P 5§ (8.70855
S , ' _ S////__._ ‘= 1

\o ¥ -

- § 24. His exphcatls, expiessmnes secund1 geneus plaee-,
ter'lpsas coordinatas x, Yy et 'z, etiam - quantltates Ps Py gy g
q{’”,. r, 7, ¥, ", ete. utounque involvere possunt,. ex quo -si
-V denotat quamcunque ‘hujusmodi expressionem , ejus- dlﬁ‘exentlale '
mo1e solito sumtum sequenti forma exhibeamus .. ' '

BV__LBx+MBy+NBZ+PBp~+—Q 0q . R ar. )
; —+P’8p+Q’ 0g" +R9r. L
| 7 Q// g+ R D etc.a" -
5‘7“"'-.—%.'___\ R - B R///a_,/// '
. -_'_._'____ PR . S

quam; fmmam ammo 1mpxlm1 cowemet ne opus sit eam TN
plus 1epetele '

- §22. Ouod51 Jam hl]J'lJSl‘IlOdi expressmnem variatio, sew’
id incrementum inveniri ~debeat, quod resultat ex ‘variatione. novae
variabilis £, quam in. valorem coordinatac % lntrodummus, jam vi-
dimus sumi debere 9 == o et 0y =0, tum vero- fieri 02— ¢

gz), ob eandem vero rationem sequentia differentialia sxmlh modo

claris ita se habebunt = =
a;J_“at(ap =0t ;a—;f) aP af( ) ai‘aazr) :
aq«—at@ =3t (5% o) 09 = at@ *—af axaya?)’ |
aq”:——ai( at(ayar)’

. %V;.;-
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a“-af( )= at(awat) _a’"/”at(aw) at(axﬂa&:jét)

=2 t(aw) ,__at(axg;far 5
)

: a:'f”:ai(%):at(azjgt), et TN

& 23, - Totum ergo 1-1egotium huc. redit, ut in formula )
illa ~ differentiali pro 0.V data, loco singulorum dlfferentlahum isti
valores - substltuantur hoecque modo prodlblt ‘variatio expleSSIOmS v
.ex sola variabilitate “ipsins £ oriunda, seu valor hujus formulae EY
,(a )» quoniam autem’ singula’ membrd ™ elemento 0 ¢ efunt aﬁ’ecta,'
€0 ormsso ad1pxsc1mu1 sequentem formam’

- (af - ( )“-I_P (aamaazt)'l"Q- (asc2 at)+R (ag:zar , ' " _.
: _l‘-' . R o +P/ (aaya;t) +Q/ (Bx%y?.it)“l;R/ (ax*?;;dt) .. o o L
o | Q-// (ay 5t ’I'“R” (axg;at ‘ -

ey B~
. . ; 'B' (a_ry Lo
quae ad - variationes qualumcunque explesswnum secund1 geneus 111«.

rvenlcndas sufﬁcm . o T

@ -

§. 24. Nunc expressiones tertii generis aggredi poterimts
formulas lntegralea mvolventes in quibus - potissimum vis hu_]us me- -
thodl cernitur, - Quando enim quaestio’ circa maxima’ vel mlmma,
quae in supelﬁmebus occurrere possunt, versatul, formula illa, quag
maximum: vel minimum reddi debet,” necessario est formula- mtegla-_ -
lis atque-adeo formula integralis duphcata, cu_]us indolem . hic pau-
cis explicarl convenit. Quemadmodum "enim. in praecedente parte
formulae integrales -simplices . sunt conmdexatae,_‘quae ad datam
~ abscissama @ - sunt- relatae, ita hic in superficiebus, quaestiones sem-

per non ad solam.abscissam x, sed ad’ totum quoddam spatium in
plano horizontali tanquam basem sunt referendae, cui portio super-

-Vol, IV. N - R 76 -
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ficiei quae maximi minimive quadam plopuetate gaudere debet, im~

teram ab w, alteram vero. ab g pendentem, hUJusmodl formulae in- 3

i coordmata x . vel sola 'y pro variabili habetur, et mtecrratlo usque
. crimine geminam illam integrationem sxgno duphcato S,/ -indica-

argumentum  supra in supplemento VI, pag 416. seq. jam satis
© accurate est peltractatum, '

- priore 1nieglat10ne ut ‘constans spectatur,  €a formula vel hoc
-modg o S -

.descripsimus, et cnjus Vallatloncm seu valorem ( ) in § 23-.

™

602 . 'SUPPL'EMENTU\/[' XL

- d

mineat. Quare cum tahs basis duplicem habeat dimensionem al-

tégrales erunt duphcatae hoe modo exprimi solitae SSVoxoy, | l
eae scilicet duplicem integrationem postulant, atque In priore sola '

ad termixios basis PlOpOSltae extenditur, tum -vero ‘demum etiam :
altera ' variabilis assumitur; atque altera mteglatzo absolvitur. FEt - ’
quoniam permde est utra prius pro. valiablh  habeatur, sine dis-

mus; neque vero hic loei est, .omnia quae cirea hugusmodl in-. .
tegrationes duphcatas sunt observanda fusius etponefe, quippe qued !

B B ¢

o
§. ‘35 Ouod31 ergo hupsmoch founulae 1nteg1ahsf/'VBscBy o

variatio quaeri debeat, ubi V' denotat expressionem quamcinque vel

primi vel secundi generis,- €x supel\lorlbus satxs liquet han‘, varlatm-

nem ita ‘expressum iri .

2t (2 )away, - SR

quae forma iterum est integralis duphcata et prouti. vel z. vel Y

- atfamf( )ay, L
vel hoe modo - ' .7 AR A T
atfay“f( )a

exhiberl potest.

e,

§- 26. Slt nme V talis expressm qualem supla §

-
b




_' hoc modo, ubl. :tan_tum Joco P seribi- debet: ( g R
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evolvimus, tantum opus erit, smgula membla ibi exposita hoc

loco (-—) substituere; unde sequens congelles formularum nascetul,'

“quibus _]unctlm sumtis vallailo quaesifa a t f f( )a x a g oexe :
4 prlmetur |

aiﬂN )am3y~+aiff? (Baz>axay+ atff() 5 ga)amay-hatffl{ (a ,,af)aooay
| 4t ffP’(aa%)away—%—Btfo S edy-0t[[R (525552204

I ~+8tff (aa‘ = )Bmay-yaﬁffﬁ” Som w0y
" . : ifj‘Rm(a 84z )B-’JG y :

- ete.

6 27, Nunc smgula haec membla post primum pecuha-
res reductiones’ admittunt, quas probe notassé juvabiti Pro secundo
memblo sumamus primo  tantum variabile eritque:

fP(;)aazf)aw:P(%‘zf) f('a_f>3 ai):‘ B o -.-?. | -

unde etiam alteram 1ntegratlonem adpcmndo erit -~ . _
g0 oYy oF /
ffP(axaz)a ay—-*fP at)ay'_'ff ) —)axay

Pro tertio membro sumAatur pr1m0 sola Y vanablhs entque

rrEny=rE -/ GG

"unde- 1psum tertium membrum ransibit in

Sre (222w g B G —//G ) gﬁ)axay

\oyorf

-§. 28, FPro sequentibus membrls hae lpsae reductiones se-
quemes dabunt transformationes, Pro quarto 50111cet habeblmus ex
secundo L

_/f() (a:&ar)am_fo(aaz>ay“ff(aaj§r> @ )BmBy,

at vero hoc membrum postelms ad smlhtudmem secund1 reducitur

s

- o .76“|_“.;'

L
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1632 @Yay=rr G2 GZondy,

ita ‘ut nunc -quartum membram plaebeat hanc formam : "

R, 020 : :
[QR2my—s ) G og-+/s ) 228 2w dy.
" 8imili ‘modo quintum mewmbium ope sécundi reducitiir, ubi loco

. ¢ 0%
P “scribitur Q/ et.loco (52 (amayat)’ sive loco (at) scnbendo

< (ayat), swque habebitur ' ' .,
00%

fo/(axayat)amay—“fo/(a”a_}%)ay ff(ayat)( )amay,

-quod ‘posterius memblum cum tertio conferatur, . ubi tantum’ loco -
P/ scxibl debet (a ), quo pacto totum membrum induet hane

. formam |
: rEL Lm0 A 300N -
| fQ (ayar)ay"“"f(ﬁ) )Bx+ff( )(axayla ay’ '
sextum vero .membrﬁm bis cum secundo collatum redumtur ad
hane formam = '
Vi aaz a3 QM : azy 0 00Q”
JQ Gyae) 0 - (-)(~)3w+ff(at)( )Bxay
_ § 29. 51 hoc modo ulterlus plogledmmur ad sequentia
. membla, sepumum membrum in sequentes partes resolﬂtm

fR Gz ac’at) 0y~ f(gxaazr ) 0 y+-/:1§zt) (aaicf) ? y
...-..ff( Eaiac" > am ay’ g

7‘ ; 11 -
deinde Qctavum " mémbrim ,

3

fR/<axayat>”y.-_—,:f<§—3§f> )29 fgm)@faﬁ:)ay
R —--ff( >(axzay>amay«_

tum nonum membmm fiet -
: ow
o ./‘R”(axayat)ax (aaj:;)( 5) aa(r (gwaﬂ‘)a | T
R ><axay=>a 13
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'-/et decimum ' o .
aaz 3R
fRM (a =at> 3.. (ayat ) aaw ) ( )Bx
Lo """ff ) (ays Jow By

§. 80. Colhgamus nufic. omnes istas fonnulas in usam °
ita pluxnbus constabit membris, qua= -
rehqua vero . s1mp11ces '

'summam, atque variatio quaesl
yum prnnum formulas mtegrales duphcatas,
) Acpmplectentm
. expressa . -
‘ ' ‘ 8 P LA R
l h__‘( )+ Bocay)

+ (aaQ

(3 * ay ete..

~ G %ﬁf)

afffaway(at)z

——

&) Pa}”+fQBJ’(“’ —fay (3 (?,” fR Bﬂaxaaf)
;(’f’”) POx+[Q Y (o~ faoc( )(az R ay(axayaa

It |

-_ “"fay(%) (e?jazf)*fay )(8902 '
i ‘“"‘fa ;)(aaj;f)“’“f j’ )(axay) etc .
'—fa (aw) (aaj;) +fox ) ::aBy a

— o2 (55) () + /9 7 G7) -

§ 31. Verum quxd haec smgula membla 'plog;lie“sﬁg‘—
‘neutiquam - adhuc

nificent et ad gquemnam USUI adhlberl quean
- perspicere licet,
 etiamnine vix jacta’ sunt censenda
'nem atque multo accurat101em inves

“hoc pacto vauatlo quaesu:a. sequentt “modo erit

- +fo/ax(aaz faoc )"‘fﬁz am(axayat)‘
| +fﬁ”’393(a=§f) -

unde hoc, algumcntum cujus prima . fundamenta
omnem geometrarum attentio-' . .

tigationem. postulale v1detur, B

IR [
SR
o
- Ty !
- bvag
15'; i
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v I quod negotxum ¥ix ante suscipere 11cet quam casus nonnulh pars
EE ticulares’ omm studio et diligentia fuerint - evoluti, quin. etiam ipsa

+ pars prior, quae tantui cn'ca, functiones unius variabilis versatur-
neutiquam adhue satis. ¢lare et distincte .est (33[111?.1(3@1‘(&11\c ita ut per-
.splcue mtelhgeremus veram ‘indolem atque naturam sgingularum par-

- tium,, “quibus varlatmnem contineri invenimus, quem in finem - diluci-
dationes sequentes h1c adJungeg.e wsum estl -

',\g~ . -“ .

. T Dllucldauones super theona variationum ad

L S functlones saltem unias Vaglabllls ' N . ’
- ' " accommodata C

§. 32. Quaestiones quae hic occurlunt ad hoc problema
-genelale revocare licet. '

Lt i

S Y fuemﬁ functzo quaecunque Jdpsius x, indeque deﬁnm-‘

tor 'Ualor cujuspiam formulae integr alis datae 70w, denotante

-~ Z expressionem ex ipsis quantzlatabm x et'y earumque differentia-

' lium razfzombus utcungue composzimn quacstio est, si loco illius

1 - . Jfunctionis y alia quaecungue illi- pr oxima - seu infinite pazrum tan-

-  tum ab ea discr epans adhibeatur, quanto majorem minoremve va-
losem, tum eadem formula _mtegralis f Z0x sit consecutura.

§. 83, At quia hoc modo lsta. quaestm enunciata- ni-
.- . mis wdeu posset abstracta., eam’ more soluto ad geometnam re- /
o Fig. 18 yocemus.  Sit igitur super axe A P proposita curva quaecunque
§ " A M, aequatione inter absmssam APz et applicatam PM=y
expi*essa Pro qua - definiri oporteat valorem formulae cujuspiam _in-
- tegralis /' Z 9x, qui-sit =— W, quo posito consideretur alia curva
quaccungue ¢ ' infinite - parnm 2 data discrepans, ac si pro hac

curva ftidem deﬁmatur valor formulag /' Z aa: quaerltur quantum
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iste valor a plaecedente sit éhsca:epa’cm:usT ewdens emim est, hoc - '
'."djs\,umen praebere ipsam variationem quantitatis W, quam- supr
. i ope cqlcuh variationum exhlbmmus. - .

1

§ 34 Quo haec adhye clauora evadant exemplum guod- -
'plam proferamus, quo propomta curva ‘A M eJusque axe AP tan-
- quam verticall considerato, . quaeritur tempus quo corpus, ex puncto o o
A super ‘hac. curva A M descendens usque ad punctum M per- ' |
tingit. - Jam quia_celeritas corporls in"M est ut ]/AP'-“V x, °
© et ipsum . curvae elementum — 9 = / (1 P p), Pposito scilicet

dy—=pa z utl in solutlo_ne generali est praeceptum, erit tem-
A e O
.V‘

pus per elementum M m == . unde formula® mtegrahs

A 7 0% pro lioc "casu abit in /0 = V(i.i"—fi’g—), ita ut habqatur

' Y {1--pp) : -
Z.___——I,-x— quare nunc tempus erit definiendum, quo ¢orpus
super curva quacunque proxima o M descendens ab o usque ad M
perveniet, ubi discrimen. dabit ipsam- vaua,tlonem formulae ./~ 0%

ﬂ%a@, huic casui ‘convenienten, .

’
Al . -

"§. 35, Quoniam hic formula mtegrahs consideranda venit;
“ante omnla dispiciendum- est, quomodo eam deteTminarl oporteat. -

\ In exemplo quldem a]lato mamfestum est formulae f W_ﬂ%@ |
o integrale ita capi debere, ut evanescat posito @ =— 0, unde etiam

, " in .genere intelligitur, semper pro integratione formulae /7% 0 %, .
certum ahquem terminum, ~ veluti punctum A, tanquam p11nc1p1urn
mtegratwms statui, atque integrale /' 7 0 x evanescere debere po- o

- §ito == 0, vel st forte circumstantiae ahtev fuerint comparatae,
- fribuendo .ipsi valorem quempnm datum, deinde vero initio con-
stituto; "valor formulae fZ B x o W abscxssae AP ::: x respondeblt o
e
\ Ed
i .
. b - P
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§ 36, H1s circa formulam 1ntegra1em _/' Z 0 = obsers
_'vatls, 'ﬂdeamus, quamnam ideam ' nobis de curvis illis- proximis

"o o formare - debeamus. = Ac pr:mo quldem patet has curvas con».

- tinuo. quodam tractu ductas esse debere, ita ‘ut in fis nusquam an-
guﬁ aliive saltus deprehendantur- hoc _solo notato, pcunde est

sive istae curvae lege quapiam -continuitatis vel aequatlone quapiarm.

contlneantur sive smt adeo discontinuzae, quam lsbero manus motu-

ductae

—— -

: - § 37 Hu_}usmoch»llneae curvae commodissnne sequen’a-

" modo- formatae menti lepraesentan possunt. Ducatur - scilicet pro-

lubitu . linea curva quaecunque B N cidem abscissae ‘AP imminens,
ac ductis ad smgula axis puncta X apphca‘us XY V. singula.in-
tervalla Y V_in ‘ratione finiti ad 1nﬁmte parvum secentur in », ita

“ut Y v sit quasi pars mﬁmtesnna intervalli Y V. Hoc enim. modo _
curva oy . obtinebitur .a curva prop051ta AM in omnibus punctis
infinite patum dissita, qualem ad mstltutufn nostwm requlrlmus.‘

Praetelea tamen"-rotandum est, in curva illa aybitraria B N nusquam

tangentem ad axem A P nolmaiem esse “debere, quia hoe modo .
divisio illorum intervaliorum. ‘tutbaretur.  Atque nunc evidens . est, .

non solum intervalla Y v. esse 1nﬁn1te parva, sed etiam tangentes

in punctas Y et v 1nﬁn1te palum a pa,rallehsmo deﬁccﬂe. L

. »Explicatio pal;_tis‘primaé_in variatione.

..

_ §. 38. Hls cirea Jpsam quaestloms p'roposmonem an-
notatls, contemp]emur nunc accmatlus quogue solutionem _ su-

pra mventam, eJusque ‘singulas paltes ut quid quaehbet ‘earnm

_innuat et -ad " quemnam “usum ‘8it - transferenda perspicue intelli-

-gamus, solutionem autem in’ £ {4, datam - hic contemplablmm.-

- Statim 1g1tur consideremus pnmam variationis ibl Inventagé par-




s

' tem;, quae hac formula integrali continetur
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T n o aise ' .
di /20 N—0GD+ G~ G+ G —eed
eujus integratio ita -capl depet, ut in ipso 'tel'r‘n'ino initiali. A
evanescat, 'qua conditione constans arbitraria determinatur, quod -
sl ér{go in singulis - punctis - X ¥ haec ‘formula applicata intelligatur, -
aggregatum omnium istarum formularum elementarium ab injtio A

usque ad terminum M extensum praebebit primam partgm varia-
[ . .. i . . ' i . - .
tionis quaesitae, atque -hic quidem in figura perspicutm est, spatio-

Jum Y v exprimere incrementum applicatae-g a sola variabili £ ori-

andum, ita ut sit Yo—0t (2—9;

4 . "

§. 80. .Haec igitur. prima pars variationis inyolvii ™ om- .

nig spatiola Y v intra terminos A et M  contenta, ‘quae ~quum’ in
infinitum  variari possint, atque adeo a positivis -ad negaiiva -trans- ~

ire queant, maximae variationes hic locum habere possunt, . Verum

tamén unicus cagus hinc debet excipi, quo curva A M ita est com-~
parata, ut sit . o L '

' 9P 2R, 048
o =N e T
tum -enim uicunque curvae proximae fuerint _comparatae, jsta pars
prima variationis, ‘semper T nihilum abit. Neque deviatio curva-
rom proximarum o M 8 princiliali A M intra terminos A et M quic-

.quam - ad variationem confert; ex guo’ haec curva respectu for-.
A 7 R v

b etc- 1

-mulae infegralis / Z 0 @ imprimis est’ memorabilis,” quandoquidem .

in ea haec formula integralis -vel maximum vel minimum obtinet

valorem. - .

'Explicatio partis secundae in variatione.

§. 40 Progredi_amﬁr mune ad secundam partem varjationis - -

_supra inventhe, quae est S
9y " 9Q , 99R .38, -
.. 2t )P —Fat T — e T ote) |
Yol. IV. . , Y
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circa quam pnmum observo, quomam ea ad terminum M refertur,
, . ﬁper integratiohem rlte 1nst1Lutam msuper adjici debere similem €X~ ¢
. pressionem ad terminum pnolem A relathm, at vero signo con-.
trario affectam, id. quod ideo est mnecessarium, ut facto a2 — o,

‘etiam haec- exprcssm pemtus tollatur.  Refertur antem lsta pars

' ()(p-- VR ey ..

_ unice ad ultnnum terminum M, ubi 0 ¢ (ay) ipsum spatiolum. M, g

‘exprimit, similique - modo ‘in altéram ‘partem pro initio A spat;olum

Aa i'ngredic,turv Hinc patet si omnes curvae proximae a V; per

ipsos ambos terminos. AetM ducantur tum- varlatwnem secundae

‘partis in nihilum abire. _ ' ‘ . ' s

§ 41 Consideremus autem casum, quo curva proximia
’ o M per primum quidem 'terminum. A iransit non vero quoque per
' alterum M, sed sit "punctum’ M ejus terminus, atque “yariatio ex '
secunda parte nata erit ' PR ) ~H.

Mp.(P ”’-"wetc)

Atque ‘hinc etiam definire poterimhus - variationem ex codem fonte.
~ oriundam, si curva prox:ma A, mon in ipso puncto . sed alio
guocungue @ terminetur, existente semper. intervallo . o infinite -
parvo., Ducta enim. applicaia w 'm p, variatio modo inventa. insus
a per augeri debet particula formulae /Z0x, quae elemento Pp=ox
~ Tespondet, quae particula quum sit =Z.P p, pro arcu curvae pro-
ximae A @ erit variatio ex' secunda parte ormnda o

M M (P ‘ + gaﬁ §tc.) - Z“..P P

¢ - i r

. I § 142 Ducatur recta M w, et quae1amus angulum wMm,
quem haec recta M @ cum cwva principali constxtuxt penatur




f

.
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te angulus & M m : w, et ducta M O ipsi P p parallela, quia
est proxime m w == M, et anguli m M o tanc'ens — p, ideoque

om=—=p.Pp, habebitur Om.__.MpL-—l——p Pp, unde fit

tang. wMo..._Pp v—PP,

atque hine colligitur
— M N
o M”f tang. C’J’—'1’70(1—Hop)-%—MfJ- P o -

'Servemus nune ‘in calculo ‘hunc ipsum angulum b atque hine ha.-
bebimus spatiolum '

M _‘_Ppti-!—rvp)mng W ,

_i—ptang.w

quo valorc subshtuto variatio pro arcu A m erit

, 1 t ook \
- Pp LZ-—HK@’;;;"? (P — 23 +a 2-—.at°-)]-

§. 43. Nunc operae preuum erit eum angulum w de-
ﬁnue ut ista variatio in’ nihilum. abeat, -id quod. eveniet, §1 ca~

platur . : oo -
; . : Z , :
ang. o == S
et P Z —(1 +pPp) (P—-~— aaif —ete.) y

!

quale hoc angulo ita ‘constituto pre ommibus lineis “proximis ubi-
cunque 1o recta Mw termmatls variatio ex secunda parte orfunda
evanescet Hic casus prae caeteris omnino notatu dlgnus consi- .
derarl meletm, quo recta M o fit ad curvam prmclpalem 1n puncto
™ normalis, quod evenit,, si fueut

? L
pZ— (PP (B +%§‘—-em.)—:u-

qua. aequatione -certa conditio ipsius formulae mtegrahs f ZDx sive
indoles expressmn*s 7. definitur,

§. 44. Non jgitur plgeblt ‘in- - talem . expressmnem 7 in-
quusiwsse, ac ano qu1dem patet eam praetel‘ coordinatas & et y

S S o

o




»
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N -

‘etiam” quatititatem p involvere” debere. Sumamus - autem- praetérea

‘in Z non ingredi litteras ¢, r, etc. ita ut sit Q—= 0, R == 0, ac

-mostra aequatm resolvenda erit =~ c ‘
—= (1 —|—p PP,

ubi notandum est esse ,

az~Mam+Nay+Pap,

quale si ‘ambae coordlnatae X et Y tanquam constantes tracten-
" tor, erit '

7 BN T | | C
aé*"‘Pap,-ldeoque P—=5os T

o quo vaime ibi 1nt10ducto haec p10d1b1t aﬁquatlo ‘ ' . : -}
\ -quae mteglata dat : S -

L Z=1.9/(L+pp)+l.C,y |
- quae constans functio quaecunque 1psa1um x et y esse potest talis
‘,'ft_mctlo sit V, atque  habebimus : :
Z==Vy(t+pp)
ldeoque formula integralis 3
SYoxY (1+pp) N
- Hijus formulae significatum . satis elegantel per tempus; gquo corpus
quodpiami per curvam A M’ promovetur exprimi potest. Si enim
celeritas in puncto M, fuerit — ¢, hoc est, si ‘celeritas in singulis -
punctls proportionalis fuerit funcuom cmcunque binarum vanablhum
x et'y, tum : ' :

Vozy (1+pp)
exprimit elementum teinporig, ideoque formula

. SYosy(U+pp)

totum tempus quo corpus ab A ad M pervemit . -

Y




oxat

elemgnto
mw — 0

nhde COlhcn:ur

1 T 937y
SR - at(aacgf)

/ tione M m, quae.
' quam minima.

B N, .tangens. ad

est intelligendum,

g 47.
" tiones
proximae o [L P€
de vero insuper
. vae prom

: Pall

. ea loctm non habet,’ nigl
‘J ' gradus mvolvat quod quldem ‘parissime usu venire golet, Hic au-

tem obseTVandum est, quon1am M :::at 2. 1"01e ro. sequenh
e 3t P

J - parte oriunda prorsus’ ‘evanescit,

si tangentes in A et B inter se fuerint palallelae. .
atque hine jam.-per
evanescant, necesse €58¢, ut praetel

M et 1 fiant aequales. | . L ‘\

Expllcatlo pa1t1s tertiae in varlatlonc.

45.  Quod ad tertlam partem variationis attinet, seilicet

¥

at(aay)(g_____ _I_asc "'TEtc) # o :

explessm 7 etiam dlﬂ"erentlaha secundi

£ -

r
v

fca—*>+ataw(axat> .

‘-'mm-—Mu__,Mm—Mp.
g% . l’p 7

-

hac autem formula- exprimitor . declinatio dnectloms poow 2 direc-

quldem, ut’ jam . ante observawmus, _semper est

v
¢

o § 46.. Quodsx ergo tangens in W per{'ecte fuerlt paral-
" lela tangentl 5o M, quod evenit, si

etiam 111 curva generatuce

N huic fuert . parallela,, tum~ variatio ex tertia-
quod . etiam de termino imitiali A

spicitur, ut varlatlones ex quarta parte oriundae
ea et1am radii osculi in punctls

s [

Atque ex hIS Jam - gatls _persp’rcuum,'est, - yaria-

ex secunda parte oriundas- evanescere, si omnes Ccurvae-

r utrumque . terminum M et A ducantur. Dein= -
etiam variationes tertiae  partis, , 81 - omnes cur~

mae szmul in utroque termino A et M cum curva plmcl- ,
M communes habeat tangcntes,A Praetare_q vero .quogue Vé- .

e e s S it S TR SR T T =z -

| AD FINEM. TOM. IIt B L

-

— et At

i et

b s e




5
N

X

614 o SUPPLEMENTUM XTI

riationes quartae pams n nibilum' abire, si oibnes curvae proxi-

mae in terminis- Atet M~ msupcr ‘ratione curvatmae cum curva
prmmpall conveniant. Hie aulem probe memmlsse _]uvab1t V-
riationes tertlac partls per se evanescere, si modo quantltds Z non

differentialia secundl gradus 1nvolvat qualtae vero partis semper
‘evanéscere misi - differentialia tertii gradus in quant:tatem Z ingre--

diantur, et ita porro. - Unde quurit. initio ostendeumus quomodo
variatio ‘primae partis ad nihilum sit 1‘ed1genda nune ev:_déntissime
intelligimus sub quibusnam cond:uonlbus ‘omnes variationis partes
simul . évanescant. ’ \ | o

'

Dllumdatlones circa curvas maX1m1, minimive
S pmprletate praedltas. |

§. 48. 8i formula lqtegr,ahs_f-é 0 x in curva quaesita

debeat ~esse vel maximumn vel minimum E ja.m supra. .ostendimus‘,
pos1to ‘

- aZ—'Max+N8J+Pap+08q+Ra:-+etc.
natulam hu_]us ‘Gurvae, hac exprlml acquatione -

o 330  a°R
- N"ﬁ v aa T ete

quac aequano nisi guantitates P, Q, R evanescant vel sint coi-
stantes, semper est differentialis Vel secundi, vel q_uarti, vel sext,
aliusve gradus, paris. “Hie ergd statim memoratu 'dignum ocecurrit
quod ista ‘aequatio. nunquam vel s:mphcner dIfFelentLahs, vel tertii,

vel "quinti, aliusve gradus imparis evadat, id quod mox clarlus'

€XpPONEemus.

§. 49. Qudestiones ergo huc pertinentes sponte in variag

dividuniur classes, pro gradu differentialium, ad Qquem ‘aequatio-.
" nes exsuxgunt quandoqmdem ab hoc gradu natura squUoms ma-

xime h‘pende;t? propterea .quod ea semper totidem constantes a1b1-

-
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trarias -involvit.  Ad primam ergo classem referimus €0s casus
quibus aequatio pro maximo vel minimo inventa prorSué est finita.
Ad secundam autem classem €os, quibus haec acguatio” fit diffe-
rentialis secundi gradus, ad tertiam eos, quibus aequatio ad quar«
tum gradum ascendit et ita porro, quas “singulas c’lals_ses"oyc_line
‘7‘.'desc'rib:'-.tmlis. o ) B ‘ S |

| Classis L L _

- §.50. Ad solutionem ergo primae classis formula S Zo2’
statim perduciti quando expressio Z tantum per coordinatas %
et y exclusis omnium differentialium ratiodibus determinatur, ‘quia
énim hoc casu, simpliciter fit 0.Z—MD9z--Noy, aequatio pro "
curva mlaxi'mi vel iminimi erit N =.0, qtiae..\ergo;aeqm&o ommino |
est determinata, atque adeo. curva sa;isfaciéns pnica in- suo ge-
nere.  Veluti si quaeratur linea, in qua valor formulae ./ o
(2zy — y.y) flat maximus vel minimus, ob Z==2xY —Y Y,
ideoque N == 2 (% — ¥), ‘aequatio guaesita erit .2 — ¢/ == 0, seu
linea quaesita erit recta ad. axem angulo semirecto inclinata, Pro
‘qua ergo valor formulae propositae integralis est “'f;, qui utique
minor est, «quam §i ulla alia linea curva sumeretur pro eademr
scilicet abscissa.’ - - R

‘

§. 64. His autem casibus - prima classis ‘nondum exhauri-
tur, sed dantut adhuc alii perinde ad aequationes fnitas ducentes,
ad quod ostendendum, sit §. functio -quascunque jpsarum & et 7
atque o — Mo xRNy, jamque ponatur Z == 3 p, eritque
M=—=Mp; N= Np; P—3F, quare W formula /' Z 0 = fiat ‘ma-
ximum vel minimwn, aequatio reperitur’ ' " ‘
. Ozi‘f?'p—g—i—:\%p—.t—v.%%lz~—§_£{h
quae itidem est aequatio finita, - Quod guidem etiam statim, prae-
_videre Bicuisset, quum enim sit po#>=0y, haee formula integras
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lis fSBy a praecedente fZBx ahter non differt, nisi- quod coor-
dinatae x et g sint permutatae, unde quod de priore erat afﬁrma-
tum, et1a1n de posterime Valet

¢ . . . -

Hine natura pumae cla551s ad‘nuc zeneralius ita describi-
“potest,~ ut  ea” complectatur ormnes founulas integrales hUJusmodl
f(Z——L—Bp)ax, ubi litterae Z et 3 denotant functiohes quas-

. cunque ipsarum & et ¥; tum enim aequatlo pro curva -maximi

vel ‘minimi erit, © :.532 ~— 9, quae est aequatio omninc de-

-terminata, . o S

- B Class:sII -

§. 53. Ad classem secundam referimus eas fmmulas iris, -
tegrales” /' Z 0 #, quae 'deducunt ad - aequﬂtlonem differentialem “se- -,
cundi gradus, huc ergo_primo pertinent ‘casus, " quibus Z fantum ex

htterls @, Yy et.p compomtur ita ut.sit.
DZ——Max—l—Nay+P ap,

unde quidem * casum. posteriorem primae classis exczpere oportet
quippe quod evenit,- si P fuerit -functio tantum ipsarum . = et y,

ita ut pro praesenti. casu quantifas P praeter-"x et y etiam litte- -
. ram p complecti debeat. Tum autem aequatio pro curva gquaesita

erxt 0 — N —

continebit differentialia secund1 gradus, haec ergo aequatlo neuti-
guan ‘est determinata, quum  duas adeo conﬂtaretes arbitfarias re-
cipiat, quibus. effici potest, ‘ut curva per data .dio puncta transeat,
- atque adeo quaestiones hujus classis ita accuratius sunt deﬁmendae,
ut curvae mve_s_tigentur, guae non inter ommnes pIane curv,as,_sad

inter -eas tantum, quae per eadem duo puncta ddcuntur, prae-
scripta maximi miinimive proprietate gaudeant; semper autem quae-

stiones hujus classis ita sunt comparatae, ut peL naturam suam hanc

- restrictionem pustulent , o

IP P
,—x, ubi quum P invelvat p, ldcoque 3—2’ formula ?——5

et s




'habeblmus

sive etiam

 quae " manifesto tantum est dlffelenuahs secundi gradus.

AD FINEM TCM 1 AR T4 3

§. .53, Pmeterea vero -etiam ad secundam classem re-

ferri oportet casus, quibus Z == 3¢ exlstente 3 funct;one quas

cunque ipsarum x, Y. et p, si enim fuerit

a%._..é>31ax-1~éﬁay+‘pap,
M= g N= S?q,P--%q,etQ 5,

quare ‘quum aequauo pro curva ‘sit

L 23 . 30y .
0— N — e slve 0 N————a (P x) .y
formula haec P~ g—g abit in o '

Pg — §ﬁ$m¢m WP“%T““W"AWs

unde aequatio nostra evadet ‘ :
o——-N—|~-—a(ﬂjt+§Rp)—~ 2 mq+am+p o

-quae manifesto tantum differentialia secundi gradus- continet. Genera-
lins ergo adhuc.si formula integralis proposica fuerit S (T 3q¢)dwx,

wbi Z et 3 .quomodocungue ex quantitatibus %5 Y et p sznt com-

osltae ae uano ro curva uae31ta erit
_ » q P

V=N -2 R g ST P

.

O_;Nam__ap.{_zmap-i—a%ﬁ—k—pams

'eias'sié .

, {. 54. At s quantxtas z 1ta. ex litteris z, Y p et q
: fucm composita ut posito : ‘
: BZ"Mam+N8y+Pap+an,
_etiam  quantitas Q “involvat litteram. g, tum hujusmodi casus ad. -
~ tertiam classem erunt r'eferendl et cum aequatio pro cwmva quae~

Vol. IV.- = : o - 18

-
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-

- - sita reperiatur o R -

Fig. 45,

N 2P Q

. ‘ ! . ' . a a . - . ya e -- -
¢videns est’ termmum' a—_f involvere differentialia quarti gradus, unde

" aequatlo ﬁmta pro curva Imphcablt quatuor constantes drbitrarias,

quibus - ergo effici potest, ut-curva desiderata non solum per datos
duos termmos transeat, sed ctiam ejus tangentes in utroque ‘ter-
wmino datam obtineant. p031t:onem in qua quadruphc1 determinatione
natura quaesuonum ad hanc classem pertlnenuum continetur et ac-
curatissime perspicitur, .y P '

§. b b. Reliqms casibus ad ~ hanc classem pertinéntibuS'

‘non immoror, verum potlus illustrationis caussa msxgne adf’eram

exemplum , quo curvae elasticae ‘nvestigari solent, Scilicet si
littera ¢ denotet radium osculi curvae 'quaesitae ‘'in puncto M,
omnes hae. curvae hac 'ga'udent proprietate’ ~ut in ‘jis haec formula

a 1 ’ . ) .
[ M/(H_p 2 ) sit ‘mininium, ideogue habeatul‘ Z h___(__;;_pp_)’ cum, Vero sit

ge: '
t— g CeT
g_.—(-*--—--m: habeblmus Z_____ﬁq_._s, unde ﬁt
| 7 L (i ~—|~pp)
. (1+PP) | (1 +PP)
quare cum ob N—' 0 aequa‘up pro curws quaesitis sit
‘ o0 - :
o= 32 222
‘ e_}us mtegrale statun praebet : _
dQ ' T o ' -
P"—a_x“"A’ . L .

quae adhuc est differentialis tertii gradus.

-~

§. go. Verum haec aequa'uo adhuc in genere mtegram
'potest mu'ltlphcetur emim per ¢ 0.& ==.0 p;. ut habeatur haec .
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~

.aequatio P9 p— g 0 Q= — A0 q, quam vero sit 0 Z==P d.p

—Q0g¢g, et Pogp— a Z — Q 2 q, quo. valore substituto’ ae-
quatio resultat haec 0 7, —Q a p—gq0Q=—=A2Jp, cujus in-
tegrale manifesto est Z — Q g= A p+B cmunc  igitur pro Z
et O valmes supra dati substatuantur <atque ndnmscemur sequen-

- tem aequationem

-m—4q4q
iy 5

(PR o
' ‘m’utatls igitur 51gnls constantlum colhgemus }

—Ap—+ B,

g = (Ap . B) (1-p p)’f 1deoque

q:(i—PPP)“’V(AP—FB)_é—p DR
's1cque concludimus ‘ . ' :
axv_— o BP .
(1+PP)“1/(AP+B)
hincque 'porro , I : - |
9y —- ror |
(i+pp)"’]/(Ap—|—B)

qulbus duabus aequatlombus constructio curvae: absolwtur

§ 5. Cam  olim h'aec methodus maximorum et - minimo-

" rum uactan ést coepta, non solum ejusmodi curvae sunt investi- .

gatae in quibug formula guaepiam mteu‘lahs_/'Z 0 % esset vel ma-

ximum vel minimum; sed etiam ejusmodi quaestiones proponebantur,

ut’ mon inter oinmes plane eurvas, sed inter eas tantum, gquae ha-
" beant eandem longitudinem ea quaeratwr, in gqua ‘illa formula -fiat
maxima vel minima, ex quo ‘Ipso casu nomen problematis Tsoperis
metriel est natum; hoc autem nomen non impedivit, quo minus qusmod;
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'quaestlones generahore& proponerentur ‘ut inter omines eds curvas

quiblis valor ceérthe Ciijiispiam fmmulae integralis’ j' Y 0z aeque

_"convemat ¢a definiatur in qua formula J Z 0 x matimum mini-
“mumve sortiatut valoreth, gqitin etiara conditiones adhue fuerunt mul-
’ —'txpllcatae in hunc ‘modum, ut tantum jnter omues eag curvas, gui-

bus non solum formula / Vax, sed etiam hae quotcinque V0%
S V70 z, ete. aequahter competant, ea definfatur in qua . fZBSG

st maximum vel minimum, ejusmodi problemata tum temporls sum-

mopere ardua sunt visa. . Postquam vero in tractatu meo de hoc

argumento ‘ostendissem, hu_]usmodl problemata semper reduci posse

ad hoc problema simplex, quo inter omnes plane lineas,” e inves-

twetur, in qua haeec formula integralis ' |
BT(Z+aV+QV’+yV”+etc)

fiat ‘maximum vel minimum, hujus generl& ‘problemeata nuliam am-

phus ‘habent difficultatem.
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