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SUPPLEMENTUM 1L
AD TOM. I. Cd4P. II.

DE
INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFERENTIALIUM
TRRATIONALIUM.

1 ) De integratione formularum differentia]iu_m ir=
rationalium. Acta Academiae Scientiar, Pe-
tropolitanae. Tom.IV. Parsl. Pag. 4 — 3 1.

Problema {.

{ 1. 8 functio X practer ipsam variabilem x etiam for-
mulam irrationalem s:]/ (a —+ bx) involvat : it tamen, ut X
sit funetio rationalis binarum quanlitatum z et s, formulam
differentialem X0z ab irrationalitate Lberare.

Solutio.

Cum irrationalitas tantum in formula s =}/ (a - bx) insit,
hanc tantum ita per idomeam substitutionem tolli oportet, ut inde

valor ipsius z non fiat irrationalis, Hoc antem praestabitur, po-

— . 2
nendo a-+dbx—zz, ut fiat s=—z et x— _”Eb_“ » hineque dx—— 3 z0z;

quibus valoribus substitutis, tota formula differentialis Xz ad ra-

tonalem , novam variabilem z complectens, perducitur, -
X * '
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Exemplum {1,

§ 2. 31 fuerit ay'—'f/(_aa»-_ﬁﬂ'i’ seu ay::if, posito

]/(ct—}—bx)_...z, fiet oy == & Bz,- et integrando y::_zz

=, unde
facta substitutione colligitur gz == % Y (a--bz) -} C.

Exemplum 2.

§ 8. Sifuerit Qy—odx )/ (a~-bax) == sgx, sumto
1/((1 -}-'.bx)""‘z, erit ay:zax'—- 2 zz0z , unde integrando fit
Y= 53 zﬁ, et facta substitutione prodit | |
Y = & (@ -+ ba)t - C,
Quod integrale si debeat evanescere facto zx o 0, fiet
O = 2_;';:—5,
ideoque
2 (@ 4 b2)t — 2aya
¥ = 3b '

Exemplum 3.

x0x

‘ §. 4. 81 fuerit ay f— ';/(a-—}-bx) H

]/(a: -} bx) = =z, erit
_ . 2(zm—a) dz .. 22202 — Zady
0y = —/3 — 3
unde fit integrando
' 2 2u
¥ = 373 Z?‘ - 33 % -1- C,
et facta restitutione
= 2 (a - b — 77V (@ 4 bx) - C

— 2"(“"“””)(163,« — ga) —+ C

N

facta, substitutiong
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g

Exemplum 4.

§. 5. Bi fuerit gy — 2 +wba:)%’ facta substitutione
V(@ bz) =z, erit y—2 5 quae formula porro ob oz == 2“:“’

abit in ay__.bzz, qua integrata ft ¥ =— — :_w seu facta lestltu-

tione, J.__m-—}— C. Ubi notetur, pro C sumi debere Wﬂ,
casu quo integrale evanescere debeat facio x = 0.

Prob'l-ema 2.

§ 6. 8 fuerit X jfunctio quaecungue rationalis binarum
guantitatum x et s, ewistente s — ¥/ (a - bx), ' formulam diffe-
rentialem Xox ab irrationalitate Zzbe; are.

Solutio.

"

Ponatur 1/ (@ bx) — =z, ut sit s =z, erit a--be =2

. —_— 3 ) . . . f
hincque = =—— z_b_g’ et dx = -—z—z—afg quibus valoribus substitutis

tota formula fiet rationalis,

Exemplum 1.

§. 7. B8i fuerit o
ox 0 x
oY = 3 : = ,
Y (@ - bx) s
posito §/ (@~} bx) == et substituto valore hinc nato
Bzzd% 8203 '

0z == —=—, elit 9y == 5 °

unde integrando fit

y = zbzz —"22;1/(“"}‘ bx)® ~ C.
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Exemplum 2.

\

§.. 8. 81 fuerit

3 = ox . ?E
¥ = Ve -+ bx)® s '
30z

posito §/ (a -}~ bx) ==z fiet py ===, hinc integrando

y — %z = -g-i/(d -—I— bx) - C.

Exemplum 3.

§. 0. Si fuerit gy ==z ¥/ (& + bw) ——sox, facta substi-

tutione fit ay:’.:-sf—abé, hine integrando

i y:%z":%(a+bx)i/(a+bm)+c.

Problema 3.

§. 10. 8 fuerit X functio rationalis binarum guantita-
tum x el s, existenie § —— 'f/(a 4+ bx) , formulam differentialem

Xdx ab irrationalitate liberare.

Solutio.

Ponatur §/ (a —-bx) ==, ut sit sc=z, erit a - bw —2"
hine ‘

nEl~—I gz .
b —— ¥

. .zﬂ-_.a
r IZ et dx —

quibus valoribus substitutis formula proposita Xox certe fiet ratio-
nalis, st modo numerus exponentialis n fuerit integer.
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Exemplum 1{.

§ 14, Bi fuerit
W o ke
”‘ 'i/ (@ - b.z:) s
posito 3/ (@ 4 bx) ===z, ob valorem inde natum

T — X
e — 2 0z

habebitur |
oy :‘,mnb_—z 0z ;
unde integrando colligimus

sive restitutis valoribus

n < #e—t o n a - bx
— b e e
=D (a+ x) © - C TS 'i/(an]—bx)q

¥y=

Exemplum 2,

§ 12. 5i fuerit

o= o=
oy YV (@4=bxy» T &

posite }/ (@~ bx) — z, et substituto valore
nz"—1! 9z
—

- nz* 19z n
of = ——— . — E—z"""’*""‘ oz,

bzt

cujus integrale dat

ox — fiet
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: n—>
9:5“'37;?“—“__;\)(“4“593)“ —+ C, sive
: o == 7 a -+ bz

bn—N Y @ - b
wy his autem exemplis jam apparet , integrationem non impediri,
efiamsi exponentes n et A non fuerinit numeri integri,

Problema 4.

§. 13. S Fuerit X jfunctio rationalis binarum quantita-.
ium o el s, existente s:]/ [a - b}/ (f—=gx)), quae Sformula
ergo duplicem irrationalitatem involvit, formulam differentialem
X9z ab hac duplict irrationalitate liberare.

Solutio. ‘
Ponawr iterum 3/ [@—0Y (Ftgx)] ==, ut sit s — z,
. erit sumtis quadratis @ -0y (-~ g®) ===z, hinc
: : by (f 4 gx) == 28 — &
ac sumtis denuo quadratis
bh (f - ga) = (@7 — @,

unde colligitur

e (mm— 0} F . _

e T hineque
fzdz (3 — a)

aﬂ’) - vhg

Quibus valoribus substitutis tota formula reddetur ratiomalis.
Corollariunn
¥ . ~ § {4. Perspicuum est, codem modo irrationalitatem tolli
: - posse, si fuerit multo generalius
r - N ] b i -
; s =Y [a + DY ( - g%]-
; Dogita enim hac formula ==z, flet

nr

abY (frgd =@ et BY (f o 98) =57 =




o
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Porro b (f e ga) == (" —= )™, &t hine colligitur

s @

_ i ideoque
. muet— 1 Ja (W = a)ym—= .

0x = Fin g

Sicque etiam hoc modo tota formula ratiomalis evadet.

Problema B.

S 16, &I fuerit X functio rationalis binarum guantita-

b . .
tum s et x, existente 3___.}/ “+ 2 formulam di erentialem X 0w

ab irrationalitate Iliberare.

Solutic.

- Ponatar y/ fi:: z, et sumtis quadratis erit
a—+bx __ 0
Foaw — 2% hincque & T2 3o

unde dlﬁ‘mentlando colhgltur

o 0w == G
Hisque valoribus substitatis formula proposita Koz ad rationalita
tem erit perducta.
FExemplum 1.
dx ___ eV (f 4 gx)

§ 46. S8i fuerit oy == T =y Tme o posito
V’;:};bgi == z erit oy == Qg-i

et substituto loco dx valore supra invents colligitur

— 2(bf—agdow .
0 = G — gy

‘quae formula, uti jam satis constat, reduci potest ad talem /o—

) gzz
cujus autem integratio vel per logarithmos vel per arcus circula-~
ves expedietur.

Vol. IV. 2
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Exemplum 2.

. x4 — .
§ 17, 5it specialins oy == 8:;1(1(::_%@ ubi fr— i, g—~1,
a1 et bz=1, idcoque ' -
e ¥V (L A ®) 4 =0m :
Z oy (4 — a)? et ox == i CT z.o)"
ILBA

quibus valoyibus substitutis fiet ay__.. (1 Statuatur ergo

(e

4 0% . Az R
f (t ~- 222 = 1+ =& —— Y,
unde sumtis differentialibus fiet

4 o A—Ang A BA(B—A)zm
L me)® T (L~ 22)° + 1-—J-2,z (1~ =z)?

Oportet igitur sit A--B-=4 et B— A0, ideoque A =2 et
Br=2; et quia f—a——— — Arc. tang.z, adipiscimur

1——]—zz

y 1_}_% - 2 Arc. tang.@ 3

a 2 L o )
quocirea facta restitutione, ob 1 - zz == o=, Obtinebitur
o
1 —— .%‘

"y (1 — ax) “}- 2 Arc, tang.

X .
1_'_:33, erit ejus sinus :1/

Com igitor hujus ercus tangens sit 3/ E:‘z;“”:

. 1z . . . .
et cosinus =2 ]/—2——; anguli vero dupli sinus erit 1/(1 1)
et cosipug — — &, unde fiet _
- L A a o
2 Ave. tang. Y/ j7—_ = AIC. CO8. . & + Are, sin. x :
quocnca integrale quaesitum erit

y.__]/(i — x) -2~ Are. sin.z - C
quod si ita capi debeat, ut evanescat posito x == 0, evit

¢ = 4 — %, idecgue

y =y (| — xz) — 1 - Arc gin. 2.
Tum igitur, si sumatur 2 =1, fet y::—;imiq gui valor in frac-
tionibus decimalibus dat 0,5707963.
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Problema 0.

§. i5. &% fuerit X fuuctw rationalis binarum variabi-
fium x e s, ewistente 5= f;::b” Sormulam drﬁez ential

X0z ad rationalilotem perducere.
Solutio.

.. @B .
Posito s =Y/ b o %, erit z——— ~—&", hincque

J-g% S-rg= N
o e SR o ﬂ__n(i’vf—--ag)z.n—“I % .
@ TRy oms  COMGEQUENtEr e ey

hisque valoribus substitntis tota ﬁn‘mula proposita ¥z ad rationa-
litatem erit perducta. )
Problema 7.

§. 19. 8% fuerit X functio binarum guantitatum x el §,
ewistente s — 7/ (&~ bxxz), Formulam differentialem ;—\‘25 ab irra~

tionalitate liberare.

Solutio,
Poniamus s == V (g - brx) =z, erit & -~ brx == 2z, hinc
e, BB

By I -, €t quia in functione X% tantuma quadratvm xx, ejus-

que ergo potesiales pares oceurrunt 1  hac subatlinuone Janu fimetio
% evadet rationalis, Sumtis vero logarithmis

2lw == l(zz — &) — i,
differentiando fit

28x __ owudz . e — mO%
o T g deoqUe S t= pT |
Hoc erge modo formula proposita X . %' provsus reddetur ra-

tionalis.

2*
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|
|
; Exemplum 4.
t

0 §. 20. 8i fuerit .
’ xdat o e — 0%
: 0Y == s Fbwz) ? erit ay—"? V {dt baw) — =

Posito ergo 1/ (¢t ~—~ dxx) == z erit Jy == —gf , unde colhgitur inte-

: _ ‘grando ym_bznﬂw/(a—]b—bxx)

_ Exemplum 2.
§. 24. Si fuerit

2w B | wt

oy = Va4 bxmy — w5
ponendo ¥/ (@ - bzz) — =z, ut sit

n _ zme—a dx .. moz

t;, . LR — T et ® T wm—a

5 exit dy = bib Dz (zz — a), hineque integrando adipiscimmr
Ha

y._._sbb (zz — 3a); unde facta restitutione prodibit integrale quae-
i b —

B situm ¥y = ff— za]/(a - bxx) a-C

[
K3 ' Exemplum 3.

L

s §. 22, 8i fuerit

4 - 23 a2 - . ox _ at.

s ' : oy — Y (@ -+ bxa)® ? erit oy — Tz s ?

‘f“g hine posito

£ — az 2R — o

unde sumto mtevlah fiet ¥ == (zz+a), quocnca. facta vestitus
P e "0t - baccr

o {ione resultat ¥ — O] -+ C.

4 Problema 8.

§ 23. St fuerit X Sunctio rationalis binarum quantila-
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jum o et s, ewistente s :’V (@~ bx™), formulam differentialen:

X a—f ad rationalitatem perducere.

Solutio.

" Posito § == ]/ (a 4 bat) — =z, fet &+ pa® == 2™ et
X[ -
wﬂ,_—-_-;?.__.%—f. Quia igitur .in functione X. tantum potestas. & oce
currit, ea rationalis reddetur, sl hi valores substituaniur. Tum

vero sumtis logarithmis habebitor
nle — 1 @™ — a) — b,
et differentiando

Qx me— T o

a——

ve m=" _ _—~
® — a(zT—a) ?

sicque tota formula proposita fiet rationalis.

Exempiu‘mn

§. 24. 8it
' dx &
ayﬂﬁ/(c&-—[—-bx")“—x s
factaque substitutione orietur haec aequailca
mzm 20z

B,j“ —— >

b

qua integrata prodibit
mzm—? ; ,
7 = ————— = —_— fel oyt - sve
| J nb (n‘l — 1) nb (i")'L-——-—' 1) ]/( + ) +‘= D

23 ' a-- bz”

= C

Y= m — 1y Y (@ 02")
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Problema 9

§. 25. S8t fuerit X funciio rationalis quoantifatum xx et

] . — o~ D . . -0 % .
? s, existenfe s=V/ o ? Sormulam differentialem X . gl irra-

tionalitate liberare.

. Solutioe,
. I gebxe ettt e b »
?;’matul sy Foigew ——=z, eriique o pem o %% hine
GRS - - . . a
xx = i——, unde functio X penitus fr rationalis. Porvo stme

s logamhmls
2le == I(fzz — a) == 1} - g22),

differentietur, ut prodeat

age Sfzdz - B I— Z(bj'mag}zaz__
& T frme—a bamgaz — (Jzz-—a)(bn—-gz.g}

unde fit
Q_ﬁg . (bf — ag 3z .
~ ( Frm— ) (b~ guz)
sicque tota formula differentialis fier rationalis,

Exemplum

4 ' a .
§. 26. B fuerit aJ T 7wy ¢ Vepraesentemus haue
formulam ita ‘

au wusiarn 52’5 — ® —— _a_:.‘c ] .
ST e T V(S gy T & F gem
Hic ergo erit e Zz 0, =1, et
= . _
[ E— TWEEE ¢ “ila ut ay — N
evit auilem
0 0% 0z
T ey’ unpde fit Jy == Pl
cujus formulae integratio per logarithmos expedietur, si fuerit g

numerns posilivis: sin aulem fuerit negativus per arcus circunlares
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oy
&

absolvetur.  Sit igitur 1%y g —=-Fhn, erit

— OB T
ay e BAE T 1deog[ue

el re estitutis wvaloribus supra mdlcatls , erit

z("(f——!—-?zfoxzs)—}—ufzsc e & Y A f i fian) o A
Y == 57 LT hlram) —a/ T B 77
gt 2°) g quantitas negativa, puta g= =~ B, erit

0% 1 Aoz

o,

aJ T e AR e H " Tfebhmn

ande colligitur

Yy = Arc. tang, iz == .—; Are. tang. W%ﬁfﬁ) .

Ubi manifestum est, Jf esse debere quantitatem posmmm, quia
alioquin formula differentialis esset imaginavia.

Corollarinm.

§. 27. Hinc erge si proponatur formula
0y — ]/(i a1 xx)y, ubi fo=i et g4,
ex casu priore ob h— -1 erit
ax — 3 »
S 7arms — [y + zx) z -
At s fuerit

Jﬂ

Y = Ta—an’ wbi fo— 1 et g == %

. 0 ey
colligitur ex casu posteriore x == Arc. 1ang. 7"y unde eon-
cluditur ‘

ox

fﬁi:}?) — Are, sin, @ == Arc. ¢os, ]/(1 — XY
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Problema 40.
§. 28. S fuerit X jfunctio rationalis quantzwium x™ el

, B
s, existente § _..m’i/ ;i g;%), Formulam differentialem X ic ra

tionalem efficere.

Solatio.

£, - Dot “
Ponatayr § == j—-goc“> —z, eritque
R R L L : L — Selt—a
}T_{_"W % hine ®* — f— gz’”‘ 4

Ctum autem sumtis logarithmis, erit
nlx == [(fa* — @ — & — gz,

et differentiando

0% _#_,..jizi”"—iag + gl 0% {bfwag)zﬁ““‘az,
x T falte—a §— gal — (Fzb—a) (b —gx") "

quihus ysloribus eubstitutis formula proposita fit rationalis.

Problema 11i.

§o29. 0 8 Suerit X functio rationalis binarum’ quantita-

J - gt

‘ . . a —— bx™ . e o .
ium a® eb s, existente s Y () + Sormulam differenticlen
X 9% ab omni irrationalitate liberare.

Scliutio.

g pu—e bt ' v
statuatar s =5/ (7 g?l) ==z, eritque
@~ ba™

FrTh
o T T FRIE e s
Fo gt % unde fit " = bwg'mm ?
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hinc sumtis logarithmis erit
nle = I(fz™ = @) == I (B ~ gz™,

hinc differentiandc

noe ___ mEf — ag) M 3z

® — (Fe®—a) (b—gait)

ideoque

B . m(bf — ag) g1 3y
®© T n(fal—a) (b — guh)

quibus valoribus substitutis irrationalitas formulae  propositae peni-
tus tollitur.

Problema 412,

§. 80. S fuerit X ﬁmctio rationalis  quaecungue bina-
rum gquantitatum z et s, existenie s ==/ (.~ Bz -}~ yawx), for-
mulam differentialem Xox ad rationalitatem perducere.

Sollutio.

Hic doos casus .a se invicem distingui convenit, prout o
fuerit vel quantitas positiva vel negativa.

I Sit iy quantitas positiva, ac ponatur #/==cc et Rz 2bc,
ut habeatur '

s ==/ (@ -}~ 2bex - cexw) == Y [ — b 4= (B - cx)*]
ubi loco ¢ —bb brevitatis ergo scribatur ¢, ut sit
s=V [e -+ @ 4 ex)].
Jam statuatuf s——b-cx ~}-z, eritque

ss == e = (b - ex) = (b - cx)” - 2(0 - e2) 7 1= 27,
Vol IV. | s
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unde sequitur

. £ = B .
e — 2z == 23 (b = cx), sive & - cx == 2?55

hineque. colligitur

g B b @ e DD e s

—_—— e — L )
T —, Seu z I T
Aequatio autem b - cx == 2= differentiata praebet

‘ —— edz oz ez — 220
R A e T

unde deducitur

Zewm ?

at ob

e-——zz, e P
btecx o= ——— fiet s ——

His ergo valoribus substltutis formula nostra XJz reddetur ratio~
nalis. Postquam igitur ejus integrale fuerit inventum, loco =z valor

~r

ante inventus ]/ le -+ b cx)®] — b — cx erit substituendus.

II. Sin autem s fuerit quantitas negativa, ponatur
v == —-cc et 3= — 2bc,
ut habeatur
s =7 (a— 2 bew — ccax) = [ - bb = (b - )7},
ubi evidens est, quantitatem a~}-&0 necessario esse debere positi=

vam, quia ahoqum s evaderet imaginarium. Quamobrem ponamus
brevitatis gm’ua ¢ bb == aa, ut fat

— v/ [aa — (b +- )",
ad quam formam rationalem efficiendam statuamus
' V [aa ~— (b —_]—pm)] — a— G-z,
unde sumtis quadratis erit
aa — (b —+ cx)? = aa — 2az (b 3 c@) =+ (b - cz)* 2z
quae aequatio reducitur ad hanc: |

— (b + cx) = == 262 ~ (b -} c%) 32,




AD TOM. ¥ CAP. IL : 10
unde repeﬁitm*' |
R Rt --?E%;., ideoque
g zaiaui;)bzv .

Illa autem aequstio differentiata dat -
— Eaaz(gjms_zz) v

e 2a0% {1 - rn) — Lawso = %)
C‘aﬁ: —_— (1 "'l-'fd?e 2 E—— {‘i'-j*‘z'.b’:\g ?
unde fit '
du — 2 adn (4 —=m) |
T CE ST L
Porro autem , cumn sit ‘
e gy o, Bom
§Tm g e (b - c2) 3, OB b»@a(‘m“mi—fh}:
i i - o - u 3 L]
et s a—*”"’“““; .,_;z)w quocirca, si loeco @, s et Jx inventi hi wvalo-

ves substituantur, formula proposita diﬁ‘er ntialis X9z evadet ratio-
nalis,, et per variabilem =z exprimetur, cujus integrale postquam
fuerit inventum, loco z ubique ejus restituatur valor assumius

z= o —  [ag— (b ex)],

et integrale obiinebitur per solam variabilem x expressum.

Ezxempliuom 1.

. 34, Bi fuerit,
g
oy = ’if[e-l-(_f.--kcm)ﬁ]

quae formula ad ecasum priorem: pertinet, erit

o daz — gz (e + zz S 1 ok
dy =E ==, ob dm =T o s E5E
- - A -
cujus integrale est y—— — = Iz; restituto ergo valore

z::]/[em}-(b»-}-c;s)]mbmcm, erit

Y= — = 1[y [e 4 (b 4+ @) b —ex] -+ C,
giod integrale si evanescere debeat posite & == 0, fet

C= L1y (e b8y — Bl

(=]
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Corollarium,

§. 32. B5i ponatur b—o0 et c==1, sive
a .
oY = AN
y——«l[V(e+ww)—-w]+lV6-— T et
quac formula reducitur ad hanc
Y (eFxx) e
y = 1l=ve
Cum vero porro sit

9. Y (edxz) = 1-/—0?_—?_"3;3, erit

wox
f‘l"(e——}—wx) - 1/(8 LT+ .
Si igitur hae duae formulae combinentur, habebitur ista xntegratm
notatn digna

fAja(aeiT:ca)x__ AZV(e+xx = __1__ By (e + zx)-

exit integr ale

Exemplum 2.

1

. - dx o
| §. 33. 5it 0y == 7 T aquge fo;mula ad casum
cecundum est referenda, ita ut sit oy == 5. Cum igitur sit
- &112‘.(1———2‘.21) i __o{l—a) -
oz — = (e o ST/ it > erit
ax — 2 0z
y — 5 — ¢ " itz

unde fit 1nteg1and0 Y == _zc_ Arc. tang. z. Quia igitur est
a— v [an — (b = c2)*)

z = b+qx , erit
y = Z Arc. tang. T/["‘;;gi'}'“’nl -+ C.

Corollariunm.

§ 34, Sit igitur =10 et ¢=—=1, seu formula differen-
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tialis p10p051ta oy — 1—-,—@?:3_6—:@3, reperiemrque‘

y = 2 Arc. tang. EJM - C.

— v (gt — .
Quia igitur tangens ‘hujus arcus est 5‘.9-3;—;“9-); tangens dupli

arcus erit *—“]Twi"——m'c_)’ ita ut sit

y ju— Arc. ’Lang. 1-/—(;;.—_'_-;0-;)‘ H

a - L :L‘ - - E
hujus autem arcus sinus erit —-, sicque integrale quaesium

am_.—- — X 1 ,.x_-l-c'
N crr Are. sin. —
Quia porro
o

a . ]/(.aa»—mx)z-—m—a:—_m, erit

ade —
f't/(ua--mc) - ]/(a’a' — L)

quocn:ca ista generalior conficitur integratlo
f}/a”"‘ﬁxa” — A . Arc. sin, — — B ]/(a,a — %) .

(ag—xx) —
Probleina 13.

§. 35. Wi Fuerit ¥V functio rationalis binarum quantita-
fum v" eb s, ewistente |
s = 1/ (@ - B 4+ YD
Sformulant differentialem por—1ov ab irrationalitate liberare.

Solutio.

Ponatur gt —x, erit

1/(c¢»—\-ﬁx+fyxx) et v""ii}v::-ag-;

Gy
[t}

hic ergo jam erit V functio rationalis binarum quantitatum = et
existente
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s:“ﬁl/(a»-l—ﬁxu—}-fymx)

. . v . . =, Vou . .
et formula ab irrationalitate liberanda erit —;i-, qui CRBUs prore
s convenit. cum problemate praccedente , ideoque eandem habe-

Rt solutionem.

Seceholiogn.

§. 86. Praccepta hactenus tradita ad omnes fere formulas
dilfcrentiales , quae quidem adhuc tractari potuerunt, extenduntur.
“Interim tamen ejusmodi casus occwrrere possunt, quibus idonea sube
stitutio, ad irrationalitatem tollendam necessaria , non tam facile
perspicitur, sed acri judicio demum investigare licet, in que nego-
tic cum praecepta generalia tradere mondum liceat, exempla quag-
dam particularia speciminis loco in medium afferamus.

Exemplum 1.

§ 8%, - 8% proposita fuerit haec formula irrationalis
&P —— as (1 - xxy A
T i e——xa V(1 e

¢

cjus integrale P investigare.

5 quis hic ejusmodi ut vellet substitutione, qua formula
j,f (i ofw :clL) ad rationalitatem perduceretur, oleum et operam esset
perditurns , interim tamen singulari artificio sequens substitutio ne-
gotium conficere poterit. Statuatur

2¥e
o = Fas ©L ltque

: C At \
{ = pp == _tEet hine

(1 —a)? ?
_ — ¥ (L™,
]_/Ci —-—!-'- pp)y — T
tum vero erit differentiando
dp == 82 V2 (1 - mx)

——il
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gx quibus valoribus colligitur
R S— ox ¥ 2 {1-an)
Vi) — [T—=xm)¥ at=)’

quae feliciter cum formula ipsa proposita convenit, ita ut sit

I
a2

unde colligitur Integrando
= 55 LI/ )+ 1]

Quare si loco p et 1/ (1 ~+pp) valores dati substituantur, haee
obtinetur integratio satis memorabilis '

ap
sive BP___._M T

P ==/ 0 (1 + xx) i lw/(1+m4)+1/2,
" (1'-'3395)1/(1-{*30“) g 1w

Exempl'um 2.

§- 33(3 Si proposita jfuerit haec formula irrationalis
9Q = {1 —%-::x;;/- {f’fﬁ % 2 ejus integrale Q investigare.

xV 2

Ad hoc praestandum flat ;—— =g, eritque
1
Y (4 —qq = Leted;
tam vero erit dg =— % é:;:::)):/z , .atque hine colligitur
_ 09 — _dx(l—am)Ve
Vi—gg ~—— (QFan)v A+t = 029 1/2

undg i

'Restituto ergo pro ¢ valore assumto , ista obtinebitur integratio

) e 2V2
A txz) V (1 +2% 1%

1 .
= 73 Arc. sin.

Scholion.

'§. 30. Cum istac duac formulae
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B (lfan) Ve U md)VE
‘ (1—-xx)1f'(i+.7c‘) _ (T =x)V (1 &9
|

perductae sint ad has simplices

. ap et ——ag-——“ %

v (1 2P) V(1 —q4)
quarum ‘utraque facile ab irrationalitate liberatur, istae Ipsae for-
mulae propositae Ope idoneae substitutionis ab irrationalitate libe-
rari possuat; unde mirum non est, earum integralia sive per lo-
garithmum sive per arcum circularem exhiberi potuisse. Satis enim
jem est ostensum, omnium formularum differentialium rationalium
integralia semper vel per logarithmos et arcus circulares , vel ad-
eo algebraice exhiberi posse; quod igitur etiam de illis formulis
:rrationalibus est temendum , quas certae substitutionis ope ad ra-
onalitatem perducere licet. Unde vicissim plures Geometrae cofl
oluserunt : si quae formula differentialis nullo plane modo ab irras
fionalitate liberari queat, tum ejus integrale etiam neque Pper loga-
Fihmos nec arcus circulares, multo minus algebraice exprimi posse,
ged ad alind genus quantitatum transcendentium referr: oportere.
praecedentjum exemplorum manuducit

e e S = g o

e

ettt ‘A,f

SRR h T

Cgeterum combinatio duorum
i - ad solutionem sequentium.

i

Exemplum. 3.

§. 40. o1 proposita flerit haec formuld differentialis

. YU A=)
dy = BLEES
]

cjus integrale invenire.

Hanc formulam per neutram substitutionem ante usurpatam
rationalern  reddere licet: utraque tamen juncta negotium confici
poterit , namgue ejus integrale per logarithmos et arcus circulares
gsequenti artificio cxpedietor. Formula enim proposita in binas se-
quentes paries discerpi potest, gquae sunt |
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— %Bm(t—%'mx)__ §ox L
0y = (1 =) ¥V (L4 %) -+ (1-—[—acx)1/(t+x4)’

quippe quarum summa jpsam formulam nostram propositam pros
ducit ; prodit enim .

o §O% § Ao ) 2§ 3% (4 — 290)% e Je (44 2%)

Jy o= R o Y G

TR DT Y @ —x*) ¥ (L a*)
*BxV(t+xﬂa
et

Quod si ergo das praecedentia exempia in subsidium vocentur,

manifesto fiet Jy == £0P -+ 3 00, consequenter integrale quaesitum
exit gy P 31Q, quod sequenti modo exprimere licebit

e

SV (4 . 1 V(1 at)txv2 1 o 2V e
i x4 T2V 2 1 — R +2],2A1c. S T e

Exemplum 4.

§. 41. OS¢ proposita  fuerit haee formula differentialis
a3 . -

o T = Y A ejus integrale investigare.

Haec formula simili modo ac praecedens {ractari potest;
discerpatur enim in sequentes duas partes:

£ g (1-fxx) — L ox {4 —oen)
(1 — am) ¥ {1~ x*) 4 w) ¥ (4 - t) ’

quippe quéie conjunctae -producunt

3w (1amy2— 39 (1—ax)?

oY = =Y (A
— Iow . 4x%  — wedx
e (T S ACE S Rper e Ol

quas cum sit ipsa formula proposita, erit ex praecedentibus exems=
plis gy == }oF — 19Q, consequenter ¥ == ;P —1Q, hinc inte-
grale quaesitum jta reperietur eXpressunt. '

Vol, IV. y)
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2% 9 o YR feve 1 e xVe
SOV E — il T i—aw Gy Are. s .
8

cholion.

§. 42. Haec duo postrema exempla si nullo plane modo
" _ ope cujuspiam substitutionis ad rationalitatem perduci possent, in=
signe praeberent documentum, quod conclusio supra memorata
quandoque fallere possit: Re autem attentius perpensa inveni’
omnia haec quatuor exempla ope unicae substitutionis immediate ad
rationalitatem perduci ideoque integrari posse; id quod ostendisse

utique operae erit pretium. ' ' -

Alia resolutio
gquatuor postremorum: exemplorum,.
, :
i §. 43. Statuatur pro primo exemplo
| — V2 . - 1
; v"“ﬁm_’ eritque /(4 +w)"""1/_{?+_—lﬁ7)5'

tuiy vero

1e—xx

]/(i -"T}U):—T/—-(m;ja

;; unde fit

l 1wy . Ataw PR Lot o

;!» _ 1—wu — 4—axx et ]/(i —07) = Tz

i At differentiando adipiscimur

r} S — ox (1—a) V2

‘r — Q4= (- xt)

f . — b .

1" CUIn nune sit 1‘-7'_}‘%3 — 1/(1 -——tv“) . erit

4 V.V (1—d) v 3V 2

l_[ v oo — ———— om—— e .. °
b 0 vaaan 0 SV =) T VIR

quae aequalitas maxime est notatu digna. Qued si jam haec ae~
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~ quatio multiplicetur per v 1%33 — 1:“; 3;:: ,
. dmGmdVE
oo — @—an)V Ut
sicque exit .
am(1+xm)—— - --4;" v _L i ®
f(iwacm)‘;/(i-—km) — -,/zf pam .

R
Deinde aequatio

nascetur haec aequatio

i g

<

1w PR
va ' Y{i—o%) — V(4 %4}
multiplicetur per :
4—rwo __ L%
V 1w T 1—}-.mc"
ac prodibit formula exempli secundi
___Bx‘ 1 — ) . ov N S T .
STV Ga) 72/ iAo 73 Avc. tang. ¥
Porro eadem aequatio
1 ov g

e x

V2 ¥ (L 'rv_"j =
dividatur per

—

Qe

-d\

4 — x®

Y —ty == e prodibit

a, Aw o =Yl

7a L 1wt T gt P
quae st ipsa formula exempli tertii, ita ut jam si

&

fﬁﬂ%i%):%ﬁfﬁ.%ia—hf%+;%f%ﬁa
quod integrale cum ante invento egregie convenit, Tandem postres
ma aequatio hic inventa

1, v ox v (1-4-x%)
vz~ i—ar T T—a
] 4 Sy zxx . g
ducatur In UV IS 7oRe 2 ut prodeat

) L] — e i
vz & 1—v* — = (a9 T TV (L x*
nnde pro exemplo quarto colligitur

1 VPV oxacdeV (L=Haty - 2 o0 0%

3

. — 4 poeeT . 1 3@
fmti,hmn)“”z*y/z P R K 1-1-'::«&:”}"'41{2&{"15-%’.

e Dx 1 POV 1 J. av
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. _— xYe .
vnde cum sit v"‘m}*—)* erit
By gtdw Z'l/(i+ac‘)+.z'1/"’
t— gy — 2 1.-—-1;""’—2 V(i fat)—avVi
A DR s R S T
-z (1 — xx)? 1%z

Deinde vero est
®V2

du i s
S 1oy == Are. tang. v == Arc. sin. == Are. sin. r=

J—!—"‘-——'U —
v (+wp)
" Scholion,
§. 44, Quanquam autem haec quatwor exempla ad rationa-
litatem reducere licuit, tamen conclusio supra memorata, quod om-

nes formulae integrales,  quae nullo modo rationales effici queant,
ad aliud pertineant transcendentium genus, neque per solos loga-

rithmos et arcus circulares expediri possint, non solum manet sus- -

pecta, sed etiam falsitas ejus evidenter ob oculos poni potest. Sit
enim functio

a b C
Vdram YA ray VA
tum certe formula differentialis Xdz nullo modo ad rationalita-
tem perdoci poterit; interim tamen singulos ejus partes
| adex box Wz .
Y zx) Y (4 4+ a?) et *I/(i 'ty

X =

seorsim rationales effici et integralia per logarithmos et arcus eir-

culares exhiberi possunt. Corodinis loco hic sequens problema no-
tatu dignum eadjungamus. '

Problema {4,

§. 45.  Formularum integralium [ . e +x4} et fj/( 1_@)

valores per series investigare, pro casibus, quibus ponitur fam
vzl gquam 21,
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Solutio.

Cum posito U“‘“‘V%%j* ut supra fecimus, evidens sit,

sumto 2 == 0 fore etiam v —= 0, et sumto x == { fore v== 1,
ita ut hae duae quaniitates z et v simul evanescant et simul uni-
tati aequentur ;, hinc deducimus istam aequationem differentialem at~
tentione dignissimam '

1 ov — O%

Ti VA= — vVt
quas ergo ambas formulas in series convert bportét- erit auntem

z 3
1/(1_q,a)—-(1—-='vz‘) %‘::::I-a— v!‘h.;_gzvs_;_;.d'f; o2 o eto. st
e —— — B N 3.5 s _
}/"(1_}_“4):(1-‘4—3_’:/‘[') ﬁZi_%‘Z‘&"}‘z_zwsmb__hxiﬂﬂﬁtﬂ,
illa jam per ouv multiplicata et integrata .praebet

v — 5 1.3 9 1.3.5 §13
fT/(i ,u_,)__v-{—25 +iasY Tig.e. Y ,"'*“etc”
unde posito v — 1, valor hujus integralis erit '

1 1.3 T 1.8.3 1.3.5.7 i
i+t iz e ‘g et

gquam seriem littera A indicemus. Simili modoe aliera series in gx
ducta et integrata producit

~

R L I S LI 1.3.5 .45 . ep
STasan =% =538 5% —adie.s% T

eujus valor facto == 1 erit
4, 4.3 1.8.5 . 1.3.5.7
2.5 2. 4.0 2.4.6.43 " 2.4.688.17

o — gl

. . . . A .

quem littera. B designemus, ita ut sit Bz o5, sive A—B ‘;/2 ;

mnde patet, priovem seriem se habere ad posteriorem ui Y211,
Scholiomn

§. 46, Valor formulae integralis / m@}m etiam hoc modo
per seriem mvestwam poiest. Cum sit
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i (w7

: et

V(1 — oY Vi —ove)’ o
1 1.8 &4 1.8.5 ¢

(1 —+ ) 9_.__1,—-5111)—-]—-2—‘42) '_"_“—2.4.6” -} eta,

notetur esse f%—vj st -qzi . Deinde pro integratione reliqguorum
terminorum ponatur’
e R 1 o7 g
Sy = AT Y (4 00) - B S s

quae aequatio differentiata dat.

gtz Agh=—i-2 Byl

Vi) — (2 + DAY L ) — V=) TV a=w5?

wnde per /(1 — ww) muldplicando prodit
ot = (n 4= 1) AUt — (n - 1) Avrt? — Av“'” ~- Bo™.

Hine termini in quibus inest 27--2, inter se aequati praebent

§ = — (1t - 2) A, ideoque A _'—:_.—-n—::a;

tinentes praebent 0 == (7 -+ 1) A-} B, unde fit B— :——i—; . ita

terminl vero v® con-

vt In gemere sit
=230 1 g N w41 2l Ju
f?(i-—-u?)“-—”"“n—;—z” + ]/<1 ) “*""n-]-zfv’m_w)’

quod integrale wuti requiritur evanescit posiic » == 0. Ponatur

aunc v == {, eritque
W23y nft o
V{i~—wv) = at2 Y V(i—w)?
hine ergo pro n scribende successive valores ¢, 2, 4, 6, 8,
etc. erit '
UV — "
L S yam—ey & ow
™ wt du — r T
1I f’F”(i.mq:ru}"""%.- Z 7 2
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w8 g — y T
]II. f‘ :‘7(1_—_)' - ; b % * % ® -3-‘ )
etc. ete.

quibus valoribus adhibitis , erit casu v == 1
o o __ 1 w 12,32 w  13.8%.5% 7 ‘
. f]/(g__.va)-——-"z_ '2_27'"5'—'_'::39_.'15"2_"“"2'—"9.'4“5.65 —*“-i—etc.
1“ 42,32 42 .32, 5% 12,32 59, 93
(1 22 42_22.42.69+2’ FENAN ngﬁtﬁ)

ita ut sit -ex problemate praecedente

1 . 4.8 : i.3.5
1 -m+ 2_4—?)"""2 451 T etes
15 32 1232 5%

- (1 '+" 22,42 = FEEN S + Etc*)
unde fit '
1 1.3 _ 1 3.5
L 1 — ‘—5 ~= 2. L. 5. %1.6.13 + etc.
2 - 12, .‘.’»:l 12 33, 5%

'_"'_" 2: +22 re - 22,47 .65 —l—F‘f(.'-

2) De integratione formulae (\irrationaﬁs

2m Oz

S V(aa—sz-{—cxx) ‘
Acta Academiae Scientiar. Petropolitanac.
Tom. VI, ParsIl. Pag. 62 —67. . .

Problema 15.

Jnvenire integrale hujus jformulae irrationalis
J',c B =7 O .
V¥ (ea — 2bx + cwex)

Solutio.

§. 47. Inciplamus a casu Silnplicissimo, quo nr==0, et

o .
u
quaeramus integrale formulae (va —Fiaremm> duae posito
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—brE e = 1 : gt
x = ~—— transit in hnanc Fiaree = e F sem) * ubt duos casus dlstuy
gui- convenit, prout ¢ fuerit vel guantitas posifiva vel negativa. Sit
P o7 S - : CES
igitmr primo ¢ == ~-ff, et formula nostra fiet FTTeafi—T6 F78) °

ot — : : .
%Z?"’ L (‘mﬁ; BbA-%%)  ideoque erit mostrum

eujus _ integrale  est

integrale

1 / ex — b -V (aac — Bhex - cc 2}
Ve o C ’
quod ergo ita sumtum, ut evanescat posito x == ¢, evadet

kR 7 e b4Ye (0o — 2bx | cxx) |
) Ye —b-av¥e _
At vero si ¢ fuerit quantitas negativa, puta ¢ == -—gg, formula

. .- . D T
differentialis per @ expressa erit Wm’ cujus integrale

est é— Arc. sin. ?fi?ﬁ'é'g:i—“m ~t- C 3 quare integrale ita sumtum, ut
gveneseat posite w—= 0, fiet _
i - . e — b o4 . 1]
A re, y T — AT, 8. e ¥
- Are. sin Tzt G Are. sin TN )

§. 48. Denotet nunc T wvalorem formulae intégz‘alis

. o . _ ) >
: « - xr— 0 a

Py Ty ita sumtom , ut evancscat posito x ——0, sive ¢

fuerit quantitas positiva sive negativa; ac 81 8t ¢ I - 1 evit

utl vidimus

—— ijm-——b-}nf‘l/(aﬁm-szﬁ*,ﬁ_fc_f), .
~ 7 = 2 — B 4
slieros VEro casw, que ¢ T= ~— gg, erit
. — L1 ' ggx+b 1 y o &
) e - AT , =22l Db AT B e e
I z Af“’ s V [aa gg -+ bb)} + g Are. 81 g laagg -0 "

sive ambobus arcubus contractis habebimus
bgV (ag — 2bx — gEax) — abg —ag’a
acgg - bb :

Queniam  igitur mox ostendemus, integrationem lormulae generalis

a gu ‘
f‘ﬁ (aa — 26z vt}
fuerit 7 numervs integer positivus, omnia hage integralia per istum
valorem [l exprimi poterunt.

o= - Arc, sin.

semper reduci posse ad casum n =9, si modo
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§ 49, Jam post integrationem quantitati variebili =z ejus-
modi valorem constantem tribuamus, gue formula inrationalis
V (ae — 2bz -~ cxwm)

. ; . : h=v (b5 — aue
ad ‘nihilum redigatur , id quod £t, s sumatur @ — —fmw(p——w*w) >

Jideoque ducbus casibus. Ponamus pro uwroque casu functionem IJ

gbire in A\, ita Wt casy e == £7 sit

— 3 gV B~ auffy 2, sbdaf
-— _fl af —& "“'“?IV h—ugf®

pre altero autem casu, quo ¢ =X~ gg

— 1 in, So0gY (bbAraagg) a4,
L = = Are, sin. sezg Lo = Arc. sin,

S S
. v (bh +augg)
Hos avtem valores A in sequentibus casibus, quibus ipsa formula

radicalis / (aa ~— 2 bz~ czx) evanescit » Potissimum sumus cop-
templaturi, ‘

§ 50. Nunc ad sequentem casum progressuri, considere-
mus formulam s = y/ (@@ — 202 - cxx) — @, ut scilicet evanes-
cat factc == 0, et quoniam est

N we 00% + cxde
G5 — vV (a2 — 2bx + cww)

erit vicissim integrando

3 . Oz

" preluied) ——— J,l" __“ .

"-ff ‘Bf(cm—-zbm—}-'cme} = b, ¥ (0g — 28~ cooa) S,
unde colligimus ,

a0 b ¥ (aq— 2bn - o) =g
f‘]/(cw - 8bx b o) T o I ‘"}_‘ € »
. . . = (Bh — .

quare si post ntegrationem statmamus o E’—"V'*b:’ ““C), quippe
quibus casibus fit 1/ (aG — 2bx - cxa) == 0 er T — A fiet

x0x . b ) a
2bx - caxxy T @ L - )

jl?/(atz—-

§. 64. Bumamus porre sz V (@@ ~ 2bx - cxx), fiet
D == a49x — 8bxdwx - Sexx dx

V (aa — Zom-F cumy  » ade vicissim integrando colligitur
Vol IV. '

b

— - : U S S
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200 wox

H ch'x/(a ct-—-zbac-l—cxw)‘ — 3bfV(am——2bx—l—cach
(oa — 2bx ~}-cxx) —— 0 deducimus -

ox

"— C&adr‘y’ (aa— 25% -1~ cwex) + 8

unde statim pro casu ¥/
Vs 260% . (3bb — aac) A 3ab
7 Cae — 2bm 4 cxx) 2co = B

52. Jam ad altiores potestates ascensuri
$TT X ]/(aa: w— 2bz 4 cxxz) , et quia pine fit

. 2aaxox w— 5hapedx - 3cx?0% 2
a'g —_ V (aa — 2bx P ? exit

statuamus

B S

x8 D

2% 0x L e— .
Scfjf(au-—zbm—-i—cscx) = 8bS V (a8 — 2 b - cxx)

20
2 aaf}/ {00 — 3 b -F cxx) S

hincque porro pro casu quo post integrationem statuitur
e — [ .
g = bV (80— 589 | habebitur

c

SRR SEEs

=S

7 Pl Ep— (S_bi:§aabc) A B abb , 20°
v (aa-—sz-—&— cxo) T 2¢® Ges 3ce
(5 3aab " B gbb 202
Vel T | —— —— — e — .
(zc‘.’ 2ec ) A 2c? + Scc

§ 53. Simill modo sit s — 2 J/ (aa — 2bx - cxL) et

guia hinc fit
35 — _3__cm:m:8m — ' bae® B - fo* dee
— ¥ (aa — 2 b+ caox)

erit vicissim integrando
x4 0% : 2% A

4cf1/(am—-25x+cm_: 7bf T/{ad-——-zbbﬁ—-i:cxx)
© o dx
——3aaf17(aa-sz+cxx) s
tum igitur pro casu quo fit Y (aa —2bx +cx2) =0, ha-

bebimus

2% g : — 35 b4 15 0abb .3(1“ 35ab® LY AN
S gt = G — 4w T ") A e e
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Quo - autem ordo in his formulis melius explorari

§. B4«
quemadmodum ordine

.smgu'iau exhibeamus per factores,

possit ,
sine ulla abbreviatione, atque hoe modo furmulae inte-

oriuntur ,
grales inventae ita repraesententur

¥ (o — Bbx - cxmy T
o doe b
f'p’(ha,‘frn-—’uacn-l—-ca"""m)'—_ Am?a
o 0x e 71,800 i 5.0k
«/‘I/Catz-—sz_{—cxac)“"‘"(i.zcc 1. 2c)A 1.2.cc
s ENCEY o #1.3.50% ,1.3.5a.ab> _"'1.3.511% 4.2.24°
S Ve —2bx oxa) " 1,2.3c3"" 1.2 . 38cc 1.2.3¢° © 41.2.B¢e?

.3.5.170% 1.5.5.6aa2;6 4.2 .30%y A
8,3, het +1.2.5.4cc)A

fﬂ m"“ax
¥ (ed— 2bx ~-cw) 1 2.2, 4c%

1.3.5.70D° i.5, Maab

1.2.8.4e% ; TN TL

§ 55, Instituamus nunc in gemere istam evolutiomem, su-
mendo § == &/ (ag — 2 bx —- cxx) , ct quia hinc fit

35 =— __ maga®F Jp— (21 = 1) bx™ e~ (n 1) e+ = 9o
— ‘ Y (8@ 2 Em = o XK)

%

inde vicissim Integrando colligitur
a" dw

:x‘“"}‘radc (
(-t O ¢ [y smrrmm — (28 W’fmms
n—=z 3
e ”“‘If?"‘(';am:“é’z»s—icxw - z® }/ (g — 20z + C XA,

{uod si vero jam ante elicuerimus
& —1 gy . —
[ 7@ == ML — Pt et

o — 2 Dx — )
NA - 9?- 13

H

f & g

V{88 — Bbx ~}= ¢ mx)
ita ut hae duae formulag sint cognitze, sequens ex iis ita determi-
nabitur , ut sit

5*
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j. an-f 3z J— (2n+i_]_§_1§1 _ _maal. A
¥ (a6 — 2boe - cxx) - [(11—1-1)0 (n——'}—-i)c]
. (en-t-1)B% e naaft
(n+1)¢ (nt1)¢

Hoc igitar modo has integrationes , quousque libuerit, continuare
licet, dum ex binis quibusque sequens ope hujus regulae formatur,
tta ut omnia haec integralia vel a logarithmis vel ab arcubus cir-
cularibus pendeant, prouti coéfficiens ¢ fuerit vel positivus vel ne-
_ gativus, Manifestum avtem est istos valores assignari non posse,
nisi exponens n fuerit numerus integer positivus.

; - ae b1 -~y : Bx‘l/(i-—i—x‘)' ' L -

3) De integratione formulae [ 2¥4ED, aliarumque

‘ejusdem generis, per logarithmos et arcus cir=

culares. M. S. Academiae exhib. die 16
Sept. 1776 |

§. 66. Cum mihi non ita pridem contigisset , integrale hu-
%V (1 +x*)
i 1— x4

exprimere, haec integratio eo magis mihi visa est mnotatu digna,
guod nullo modo perspicicbam , eam ad rationalitatem perduci
posse , quandoquidem certum est, istam formulam , quae simplicior
videatur, /oz y (4 - z*, neutiquam ad rationalitatem revocari
posse , neque enim videbam, - accessionem denominatoris 1 e
hane reductionem promovere posse, hincque concludebam dari ejus-
modi formulas differentiales irrationales, quarum integralia per lo-
garithmos et arcus circulares exhibere liceat, etiamsi nulla substitu-
fione ab irrationalitate. liberari queant: quaequidem conclusio utique

valet pro formulis compositis, quanquam enim ‘istac formulae

- jus formulae er arcum circularem et logarithmum
J p g
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o x o ox a
Y 4 2% V(4 2h

ad rationalitatem reduci possunt, tamen formula ex iis composita

72 A o B
x| g7 . |

RO ) Vo 2]
per nullam plane substitutionem ad aliam formulam rationalem re-
duci potest; propterea quod utraque pars peculiarem. substitutio-
nem postulat. - '

§. 67, Interim tamen cum formulam propositam‘

faocVU—%—m_‘Q —_g

1 — x%
attentius essem contemplatus, inveni, eam. &b irrationalitate liberari
posse, ope hujus substitutionis prorsus singularis

p — VA -V
— iva ,

Hine enim fit
9f . 9t
GV e 1 . VB )

dxr T =

quae duae partes ad eundem denominatorem reductae dang

e [V (1 — ) Y/ (1 = i1,

Cum igitur sit
VY =y — i) = te /2,

hoe valore substituto fiet

— xof
0T = = =T
ita ut sit ‘

F—af) 7 (0 — 1)
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§. 58. Porro autem sumtis quadraiis erit

1 /(1 ——— 14
X - +1£‘t _)

unde colligimus

oo = PEEEY A =) VA [ (4 bt - (4 e D],

sicgue ob

V)Y U — iy —itxy'2, erit

—— XV 2 (1 =)
b o o = —

Simill modo erit
— (1 — 4V (iﬂ—l“‘))

1 = o =3

2V 2 {1 —1f)

mm‘“—f-“T,_i*-)[]/(imtt)-M/({ e )] o — EEEET

{inc igitur sequitnr fore
‘ i — Zoae ¥ (L — 14)
1 e= -_— ....._......._.}_f._..—_—
qui valor in mostra formula substitutus praebet

L v N 19 v (ff. —-{'-' wﬂ
08 = e g (4 — 5y

§. 5¢. Deinde sumtis quadratis habebimus
({ e xa;-)z e %,?.C.D.C_(;I_—{-_tﬂ 'et

e apgyE seme 2% (f e )
€1 Zxy T R Tk
quibus additis prodibit
x

| (4 - 22)® e (1_-.-&@“?(1455;»”":—“—?
unde fit

V(L o 2ty e "5-4:{—5,
gue valore substituts nostra fermulas abit in hane

a.c — £ gr

No— Ve o TR

quag erge formula est rationalis et solam variabilem ¢ complectitur.

e e e e
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§ 60. Cum igitur porro sit

1
Ameini T - — T
1 — 1% "—“Ef'!—i—ft ol SN ey T
tum vero Integrando 1‘eperiatur.

ot

T — Arc,tang. £, et

ot 1_—5-_;_.1 L7
fi—ft"‘_"ﬁ 1 — % Vie—t’

quibus valoribus substitutis reperietur

— A 1 4 A i
5 == zyzAlc.tang.t “}- 573 1‘},‘1___?!4}
. xV 2
Quare cum regrediendo sit £ = T 5 supra auten invenerimuns
& 2 xx . t1 e Bocx__
1 o 2t Iz g, erit 8o g

hineque

— (1 —=xx)? g — 22
{— = 1c'leoque v (4 --u-—tt) T e

his valoribus substitutis, integrale quaesitum per ipsam variabilem
z sequenti modo exprimetur ' '

B:cV(i-{—ac“),___ 1 . xV 2 vt gV -y (iexd)
,[ 1 —xh %Alc'tallg°'l/(1+oc_‘)+21/22 1e—mw

§. 61. Hic autem merito quaeretur, quonam artificio ad
substitutionem illam , quae primo Intuitu a scopo Prorsus aliena
videtur perucrerlm? quandoquidem nemo certe in eam incidisset,
neque etiam ipse memini, quanam ratione ad eam sim perductusg
Verum postquam omuia momenta accuratius perpendissem , me-
thodum multo planiorem detexi, qua istud negotium gine tot amba~
gibus absolvi potest, gquam igitur hic perspicue proponi conveniet.
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Methodus planior et magis naturalis, formulam integralem pro-

positam tractandi.

§ 62. Quo ex formmla 98 — ou (1 -+ &) irrationalitatem

J.'-—'-’/'.."‘i
saltem apparenter tollamur, ponamus )/ (4 S pr, ut fat
D4 == b 9
o g et
extrahendo
wx == ipp 4 ¥ Gpt — 1.
Ponatar hic Ipp——g¢, ut habeamus
v =g - Y (g9 — 1), et

2299 =1 [g 4 ¥ (99 — 1],
.,Bx oig

. Cum igitur sit 4 +2'=pper, eit radicem

hincque differentiande ==X — 7 (qg———"{j' erge loco g restitnto vae-
i . g 20x ___ 2pa __xpdp
loxe gpp, evit — =B sicque fiet dx == =V T 0 quo

. - . VR . —_— Pz sap
valore s_ubstztato fit 98 == v =1
§ 65. Ut nuic hinc quantitatem x penitus ejiciamus, quo-
ylam it’iveriimus '
*J—J—V(zb*—vd

eyl , erit
b -
at—1 +PP Vi) , hineque
3 __ﬁ_wg — !;—-iﬂ‘-?i;?’(?‘-— D V(D EPP -I-';/ ( il
Unde eolligitur fore Z"i—x_x'% = (P,fl___ 75> quo valore substituto

impetramas formulam differentialem rationalem per movam variabi-

lem p expressam, quae est

Y .
08 == — 1,—112_“:%, existente p = 3_’_(1—:“_?_‘,’);

unde idem integrale, quod ante nacti sumus, deducitur. Similis aue
tem substitutio cum successu adbiberi potest in formuls inte-

gralibus  mulio magis generalibus; veluti in sequente problemate
ostendemus
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Problema 1.6,

m__‘faxV (a »{-wbxx—-}; ex4)

g=-gx®
ope idoneae subsiifutionis ab omni irralionalitate liberare.

§. 64. Propositam fbrmulczm integralem 8§

Solutio.

Ad speciem saltem irrationalitatis tollendam , ponamus.

V(@ = baz S 2y — pz,

ut habeamus § = / ﬁf_%%. Cum igitor sit
/ 0 & .
p — ! (a'"]"b;”_’"m)‘, erit
I = e adz - ex* dux —_— A0% ~ 405
P 2V (o bow —oxt) ™ P :
unde erit '
D = . 229D
e GRS
quo valore substituto fiet
as —_— __Pf’x‘a?

(4 — o)
{. 656. Deinde cum sit _

a - ezt = (pp - b} w2,

hincque porro
RS S A

@ —+ caM? = (pp — B at,
aufferatur 4610334, ac remanchit

(@ ~- cxl)? — [op — B - dacl 2t
quo substituto formula nostra fiet

_ p 3P .
05 = #p — 6% — fu

Sicque quantitas variabilis 2 penitus e calenlo est extrusa , ac de-
ducti sumus ad formulam differentialem prorsus rationalem , cujus

ergo integratio per logarithmos et arcus circulares nulla amplius
Vol TV, 6
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laborat - difficultate. Quin etiam formulae adhue generaliores
modo feliciter tractari poterunt.

" Problema i'f.

§. 66. Propositam hanc Sormulam integralem

g ___/‘x“".zam"i/(a—}—bm’*——}—cxz“) '

a — cxi

ope idoncae substitutionis ab -omni irrationalitate liberare.

Solutio

Utamur igitur hac substitutions
¥ (@ - ba" - ety = px,
ut formula proposita hanc induat formam

38 — PET I

px® T 9% ¢
u—-c_:cm
fum vero cum Sit

n o & bl cx2™
pr= P 3

erit differentiando

— — dxz (g — cx®¥®
P 1 9p — — (.x“'i'*’ 2,
unde fit
n— L ph X
8 — — 2 i ~—ﬂ5

quo valore substituto formula nostra induet hanc formam
as —_— ,pﬂmﬁ‘n.ap

- (a — cx?™)® :

codem
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§ 67. Deinde cum sit
6 - cx?® — (p* — D) a™, et
(@ 4 ex?®y’ — " — by 2" ;
hine subtrahatur 4acx®®™, et remanebit
(@ — cx®™® — [(p* — B — 4dac) 2",
substituto igitor hoc valore fiet

— i
08 = — =y —duc’

gquae ergo omnino est rationalis, atque adeo integratio per loga-
rithmos et arcus circulares facile expeditur.

Problema 18,

§. 68. Invenire Jormulas integrales adhuc generaliores,
guae ope substitutionis '
¥ (@ + bz® -+ cx?®) — px

ad rationalitatem perduci gueant. -

Solutio,
Quoniam in praecedente problemate invenimus , hane formu-
lam differentialem ‘
2729z (a 4+ ba" ~ cx®®)

a — cxi®

ope hujus substitutionis reduci ad istam formulam rationalem

p* op :
(Pn - b)” i’ erit
P29z Y/ (a 4-ba™ - ex®®y 1’;3“ op
a — cx*® T T (p* — b)* — Lac

6'!}



TR

B e T T e e e ot e

ot

dd SUPPLEMENTUM I

ubi loce P functiones quaecunque ipsiue = accipi possunt ejusmodi,
‘ut facta substitutione pracbeant functiones rationales ipsius p, id
quod infinitis modis fleri poterit, guorum praecipuos hie per-
CUrramus. '

§- 69. Cum vi substitutionis sit

Y (@ - ba™ — cz®®)

&x

= p,

loco P potestas quaecurique ipsius p assumi poterit, guae sit p™
Sumatur igitur P==p*Q, eritque etiam :
QY (a = bz - cax®™

3
at

P =

quibus valoribus substitutis prodibit isia aequatio

an—u)\—z axrjz/(a-—}-bm”-—l—cwﬂn)?‘”i'i___- Qpn-{-‘?‘. ap
a — cxin — (p* — B)° — dac

quae posterior formula denuo est rationalis.

§. 70. Deinde in praecedente problemate quoque inveni-
mus esse

(@ — cx?™?

- T = (p* — b — 4ac,

quam ob rem pro 0 sumamus potestatem exponentis i harum
quantitatum , vel potius harum quantitatum reciprocam , scilicet ca-
piatur '

xlin ] 1

(fb‘ — cxtm — [(p" — b)Y — 4&0]3"

Q.——.

Quibus valoribus substitutis obtinebimus formulam latissime pa-
tentem hanc
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(B A=2 30 8/ (g b+ fza:g“);"’%"‘.;__w p A op ,
(@ on cwzn)zi—.}—'i — [(p“w—i-b)g-—m 465013'—{-1 E |

ubi- pro litteris A et i numeros quoscunque integros sive positivos
sive negativos accipere licet, perpetuo enim formunla differentialis
per p expressa manebit rationalis.

§ 74. 'Quin etiam haec reductio multo generalior reddi
potest, propterea quod mnecessum non est ut ) sit numerus inte-
ger : Quaecunque enim fractio’ pro A assumatur, formula per p
expressa semper facile ad rationalitatem reduci poterit. Bi enim

ponamus A :—I':— , membrum dextrum fiet
vi - B
p ' op

—

(pr — b — 453:5']":“1"11
quae rationalis redditur ponendoe p==¢’, erit enim gp == vy~ 0 G-
ideoque hoe membrum
.yqu—!—m—l—v——wiaq
[(g™ — 0)° — 4ac)+!

—

Nunc antem uti oportebit hac substitutione
Y (@ 4 bz - 2™ = q'x,
atqué habebitur ista reductio
Bty

. ko

x(21+ i)n 3 2ax{i/(a'—l—-b$n'—‘-—ﬂmgﬂ) v
(a__dc;x.Zn)Qi—i—i .

_ qu.n—kvn»}-vt——-i aq
[(g"" — 5)* — 4ac]+! ’

quae postrema formula utique est rationalis.
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Ut etiam in memibro sinistro exponentes fracto
eritque

§¢ 72- S 11)"
gius x tollamus, ponamus & —— y*,

y(zi—i—:l)m —p—y—t ayﬂ]\y (@ —+by™ 4+ cy
' (@ — cyﬁ nv)2i+1 .
o qp.—-}—nv—}—v-—i g
—_ _ [(qm —_— b)ﬂ — 4ac]f+1 ?
generalior videtur, quam revera est.
bamus 7 resultat ista aequatio

277.)}.1.-—1—-\9

znV)p -—]—-’w.

quae expressio autem multo
Si enim loco ny ubique seri

JiHiyn—n—v—19y §/ (@ 4 by" - cY
(a — cyB?Ti)Zi—i-'i
qn—l—v-—]—n——i aq . S
=7 {g— b —dacPT? ’

n discrepat ab illa §. 70. alla-
seribamus A et loco y et g ul
tio reperitur, sicque sufficiet

haec autem aequatio wanifesto M0
ta; si enim hic loco wty—1
ante et p, ipsa praecedens asqua
locs A numMeros integros AsSUMEre.

Corollarium,

ularum perspiciatur,

§. 73. Quo clarius indoles harum form
invol-

sumamius n o= 2, et formula differentialis varisbilem =

vens erit
zhi=* Jx /(¢ - brx - calyh 1
(& — cm4)2i+i .

quac facta substitutione Y (@ 4 bax -~ cxty — px, transmutatur

in hane rationalem

*

o p o
[(pp — b)Y = 4ac]

i—1




AD TOM. I. CAP. IL 47

" unde sumendo A —= 4i resultat ista aequatio

am1/(cz+bmm+cm‘i)“+1 . plit2yy
‘ (@ — caheitt — [(pp — b)° v dacpTt’
in qua si porro ponatur i==0, flet
dx ¥ (o batx == ¢4} . PP 3P .
@ — cx* . (bp — b —4ac

quae. si insuper ponatur a=—=1, b==0 et ¢Z={, pracbei
CLAAC ok pp3p. -

1—xt —  pi—4°
quae est ipsa reductio, quae supra §. 63. fuerat inventa,

Corollarium 2.

§ 74. Si sumamus n==3, prodibit ista reductio genevalis

25— +1 92 3/ (@ 4 ba® ez FE pr3 op '
(ﬂ_6$6)2i+1 , - [(PS —_ 6)2 — 4(“.]5-]-1

quae ponendo i=— 0 migrat in hanc

2= 21 9z ¢/ (@ 4 bx® - exBP L prt30p
' a— czb | T PP — b —dac’

posito vero b =0, haec prodit formula concinnior
a2tz Y (area Tt prH3op

a — cx® 7 pb— tac’ ¥
eujus duos casus evolvisse juvabit.
I. 8it A—=0, eritque
xx Y (@ 4 exfy 7 pEop

@ — 0 - pt — 4ac’
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quac concinnior redditur ponendo xx —=g , reperietur enim

dy ¥/ at-ey® ____ _2P°p
a7 —ecp T pS— tac

If. Sumto autem A =={, ista prodit expressio
ox Y (@ - cx)® ptop '
6 =7 pb - dac’

a e 0T

Scholion.

§. 75. Ex his exemplis satis intelligitur , quam egregie re~
ductiones ex nostris formulis generalibus deduci queant, quarum ye-
solutio , nisi .methodus nostra adhibeatur, omnes vires analyseos sue
perare videatur.

4.) Memorabile genus formularum  differentialium

maxime jrrationalium, quas tamen ad rationa-

' litatem perducere licet. M. 8. Academiae
exhib. d. 15. Mait 1777. |

§ 76. Cum nuper hanc formulam differentialen
(4 — zx) Y (2o — 1)

tractassem ecamgque  singulari mode ad rationalitatem  perduxis-
sem , mox vidi eandem wmethodum succeders in hac generalior

ox
(a 4+-bxx) Y (@ 4+ 2bxx)

, aique adeo in hac multe generaliox
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ox ' -
i - . ubi irrationalitas ad ordinem quantums
T (at 2657 &  qrantim
lutio sequenti modo institwibur.

vis altum assurgere potest, cujus reso

- %
. 4w TUtor scilicet hac substitutione 4
g ¥ (a - 2ba™)

=z,

gt formulz nostra integranda, gquam per oV indicemus, flat

o s . o .
oV = z sumtis ergo logarithmis erit

e A

5o 7 1 g s -
17, == 1z = zni(a} o 2 5™y

unde differentiando it .
Pz __ gz __ bat—fow _. dwlo-mB)
T o = 20x® T {g=20x")

erit ergo

9% . BZ (st 2Ba™)
x 7 EZ(a - ba®) :

hine ergo nostra formula erit

\ o OZ (ot 20a)
a V e (_ﬂ', + bm‘r‘"")r v

Cum igitur sit

xﬂ]‘;‘, . "
erit @ = 2bx" == g

21 e :
Z g ke 2 BT

ideoque
av P PR ) A .
_ . ZER (g o bahye
3 . B e @ 2T . .
Cum porro sit ae - 2 ada™ = o7, addatur ubvinque bbz%",

et prodibit

a i Bty2 —— qo®h B e 2% (g - GEZED

quo valore substituto nostra formula evadet
Vol. IV. | 7
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oZ

oV = gz

- quae ergo formula, est rationalis, 1deoq_ue per logarlthmos et arcus

circulares integrari poterit.

§ 78.. Observavi porro, cum hic post, SIgnum radicale tan-
tum binomium involvatur, ejus -loco quoque trinomia, atque adeo -

polynomia introduci posse. FPro trinomiis autem formula differen-~
tialis talem habebit formam .
| Oz

oV = (a:—a—b:c") ‘j’/(cm_z— 3 abz™ 4 3bbx2™)’

ubi ergo irrationalitas ad ordinem multo altiorem ascendit. Nihilo
vero minus etiam ista formula ab irrationalitate liberari poterit’ ope
similis substitutionis

z : - i | 5
]/(cm—n—.aazbsc“ - 3 bba*™

) hmc enim ‘sumtis logarithmis per dlff'erentlatlonem nanciscemur

AZ . o abyel — T gz —— 8 bbx2M— ¥ Ju se
7 — % T ag-t+ 3 abx®-+3bbx2"  ° u
9Z g2 (a—bx™)® -
7 oc(_aca—l—ﬁcqu“-{-sbbxz”)’
ideoque :
o __ 3Z a3 abx™ -}~ 3 Db
x T Z (& - bx™)®
Cum igitor nostra formula jam sit oV — af-m%ﬁ, introducto

¢lemento 07, obtmeblmua

oV — BZ (a0 3 abx"' 43 bbx" 5.
(a —-i—- bxpnys
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§ 79. Cum igitur vi subétljcutionié sit

x

y (aa - 8aba” A 3bba?™ = 4, erit
ag -} 3abx® - 3bbx®" = FEm°

Multiplicetur utrinque per d, et addatur utrinque 523", eritque
%2 (o~ B2 L% . -

@~ by = EE

hoe igitar valore substituto ex formula nostra litters. 2 penitus ex-

. o .o
cludetur, prodibitque oV = sy R Cujus ergo mtegvale scmPer

per logarithmos et arcus, circulares reperire licebit.

§. 80, DPro guadrinomiis antem ponamus brevitatis gratia
¥ (a® + 4 acbz™+ 6 abbx?™ -+ 46° ™) == 8,

ac formula ad rationalitatem reducenda proponatur hagc

e dx
OV = @o-mms’

1d quod simili modo succedet ope hu_]us substitutionis % ZZ, 1= '

dx Z

‘de formula nosira erit oV ==~ . el Cum nune sit & \.
as _. aahx™ T Iax~—}«3abbxm—ram+3bsmaﬁ-—nax
5 - 0 = & aabx - Gabhx? T -+ 450%™ .
sive
3s .. 0% | x“(aa-—l—-Sabxﬂ-}—stxﬂﬂ)
BT o=® -84
. 9Z __ o= os - .
erit — T— 5 T §* consequenter
a7 __ dx - (a-bE™ dx __ ST
S hineque. 5 ™= groam
nE
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quo valore substituto formula nostra -erit
vy . SATBRZ
ov ~— (o - 0xT)¢
§. 84, Cum autem sit

Str = g8 L. faabx™ 4 6 abbx®® A4~ 4b323", erit
aBht 4 pradn — (g - bamt ;.

quo valore substituto erit

W §41 37 .-
av m——r QS"‘"’”‘!“ b‘i‘ﬁ

. : ¢
. s , . 0 . & . - x W
‘quia igitur poswimus Z =, et § ==, ideoque STz s
qui valor surrogatus dabit
' - 3z
oV = g

sicque itidem ad rationalitatem est perducta.

§. 82. Hinc jam facile intelligitur, quo modo pro ombie
bus polynomiis formulac differentiales comparatac esse debeant, ut
tali substitutione ad rationalitatem perduci queant, id quod in se-
quente problemate expediamus

Problema 19,

§. 83. Si proposita fuerii- haec formula differentialis

7 = LA —
— (@ ~= ba™) ?r]:}/ [(a - bxn)}» —_ b?\mkn] ?

eam ad rationalitatem reducere, quantumvis magni numeri pro

n et A accipiantur,
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Solutio.

Ponémus etiam hic brevitatis gratia
W (@ g b — B arT) == 8,
ut formula fat '
‘ o duw .
ov = (& = Bbx") 8

&

5 ==%, ut habcamus

— ox . Z 'ﬂ
oV = * 8 - bx®

fiatque insuper

Jam logarithmos differentiando reperietur

ba® —13x (¢ - g,xu)?s. —z . 3k ;,E')m. ~2 3

a_; — S sive
95 __ 9x bmn(u_,_z,x_n_)}-—: .___z,}\m?\n.
S 7 = SAT :
- « 9Z . S Y

Cum igitur sit %:‘:a?m — a?, hoe valore substituto erit

3z .. dm _ a(a -t Bamh s

z o = SA T :
hincque vicissim erit

da . SAT HZ ,

T T Gz (g bami— 1t

quo - valore substituto impetramus

3V — SAT 37

a (o - bat)h ’

quia nunc est (@ ~f- br™h == §M L pAah T | erit
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Deni — £ AT o ah m . Sprit e
enique ob 5=, ideogue S Tiw. hoe valore substituto
obtinebitur )
' Bz :
oV = sE TR

quae est rationalis unicam variabilem 7 involvens, cujus adeo inte-
grale per logarithmos et arcus circulares ‘assignari poterit.

Corcollarium 1.

§. 84. Eadem solutio etiam locum Thabet, si pro A nus
meri fracti accipiantur, qua ratone post sigoum radicale denuo ra-

yu N " ’ . . N 2 . ~ - s .
dicalis involvuntor: ita si fuertt A ==, erit formula radicalis

, b e
§ = 7 [(@ + bam7 — bvaal,
et formulae nostrae
—_— 8x
oV = e

integrale erit.

; 1 g Z . i =
Vo= /'ﬂ 7 = li Axc. tang.. bn Z.
o § e b LE abmn

Corollariom 2.

{. 85. Quo haec claviora reddantur, capiamus a== 1, b=,
ec n==4, ut pro postremocasu sit '
0 x
(4 2% 1/[{3+x’*)‘5 — zz]’

S /T4 + 2Bt — ], et OV ==

cujus integrale posite

[T

i
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Z = =z erit
TV A aH — @] .
VA 7, sive ¥ =='Aro. _
— Arc.iang.Z, sive V Z—Z'Arc, tang,. T )

Sin autem manente n—— 4 et a=—— 1, fuerit b— —1, ideoque

| S = Y [t — 2B — azy — 1],
ipsa ‘formula prodiret imaginaria.

Corollarium 3.
§ 86. ‘Pro eodem casut K:::%, sit n==6, a=1 et

b— 1, eritque : :

S — V [(4 - abR — xm]., 1deoque

BV' jam oz o .
S U+ & YA 4 208 — aa]

Cujus integrale posito 5 —=7Z, erit

o

V — Arc. tang.Z = Arc. tang. v [(f-—i— ~

DTy
Slmihque modo alia hujus generis exempla pro lubitu formari pos-

sunt; verum quamquam formula problematis admodum est genera-
lis, tamen adhuc multo magis generalior fiexi potest utl in se-
quente problemate sumus ostensurl. '

Problema 20,

§ 87. Si proponatur ista Sormula dzﬁ'e: entialis multo ge-
neralior quzppe in qua tres occurrunt exponentes mdetermmaf;
A, n, e m,
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(@ -—-[-l}.?;‘u)}“l/ [(a‘ + 5&3“}}‘ bh 'I’Lﬁ)'m
cami ab irrotionalilate Zz.bem; é.

QF ==

1

Solutio. ' ' %

Ponatmir iterum brevitatis gratia
M (@ A~ b e B iz S

ui formula integranda proposita fiat .
e aM—% 9 _ o . am

—————a

(ZFoxy8® = o ' {a-Fbar)en
gane ergo si porro ut ante statuamus = == %, fst

8
— O AL )
av = T

unde variabilem z penitus ‘eliminari oportet. Quoniam aunc am-
bae litterae 5 et 7 eosdem habent valorves, ut in problemate prae-
cedents atque adeo ipsa .formula oV oriatur, si prascedens per
Zm="% multiplicetur, etiam integrale quacsitum obtinebimus, dum su-
perius integrale per Zm—1 multsphcabnnus, quo facto erit inte-
grale quaesitum |

Vo Lo EIE
= T o4 BAZAT

Corollarvium 4.
§. 88. i exponentem m negativum capiamus, irrationalitas

in wumeratorem transfereiur, ita posita 1 ===~ 1 habebimus

Sy 02 La by — Braghn]
L xzx (o}~ ba™) -7

cujus ergo integrale per Z expressum avit : -




__polterlt s velutl gl sumamus M IT=A,

"Cujué integl‘ale posito Z ==

AD TOM. L C}LP. 1. oY
a
V= fzzu-{— b'hz.?m)

Quin etiam per hune exponentem M irratl
erit

ionalitas simplicior reddi

x “"1ax

vV =
OV = T @+ be

retxnente B supenorem valorem

n)x Ph m]'

—s'
erit
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V= f1+b7~z.>~1'—

Corollarium 2.

. 89. Deinde vero etiam si pro m fractionem assumamus,

irrationalitas adhuc magis comphcab1tur, veluti si sumamus 73,

formula differentialis® jam erlt

oV — oz —
" (a-+ bx“) XY g (@ + b)Y — b 2]

Verum hic casus facile ad primum ploblema revocatur statuendo

o — v, ita ut sit

3 — 200
(e b PNV (@ -+ bv“)"

emate aliter mon discrepat nisl

p* 2?\11]’
quae formula a primo p10b1 quod -
_hic exponens 1 duplo sit major.

Scholion

Y 90 Quamquam binae litterae @ et & pro lubita tam

negative, quam positive acc1p1 possunt, tamen ocourrunt casus, qui

sub hac generali forma non complehenduntur. veluti si propona+
8 ,

Vol IV,
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tur haec formula , haec in problemate
(1~—xxV%2mx——i) . .

primo non continetur, quia fieri deberet aa— -— 1, quod cum in

genere evenire posset, etiam problema generale ad hunc casum
saccommodatum subjungamus, . '

Problema 21.

§ 94. Si ponatur ista formula differez_ztiaﬁs latissime
patens tres 'e:;ponenfes indeterminatos involvens
- Cxm i . .
(fa* — N e — (St — M

eam ab omni irrationalitate liberare.

BV“:.

Solutio.

Statuamus ut ante brevitatis gratia
VA — (far — N =8,

tum vero Z —-%,‘ ‘ut formula differentialis fiat

. Oz VAL
oV = & . E

fxt — g )
Nunc autem sumendo. differentialia logarithmica est
3S __ 3z fraMt— fal (fab — g1
T w TS ’

atque hinc colligitur fore

9Z __ dx 3s __ o , g (FxT = pYh 1
o zZ — &% T8 T & A% ’
" sicque. habebitur |
a—“‘x — .a_z . S)\ﬂ'
& — Z sEm—ar

C e g T

e 4 T TR BT T b
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- quo valore substituto nanciscimur
__ Zm—Ij7sAn
oV = g{fat—=gi»
Manifesto autem est (fa® — ) == P ar* — 527, ideoque
‘ ce.  zm—IgAngz
oV = —iam o

k4

" unde postremo ob § == concluditur haec -forma ' -

S Zm—1z 37,
. av —— g(f}cz,l\.T___. 1)’

quae formula ‘a praecedentibus tantum signis. discrepat.

8



