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Comuent. exbib. d. 14 Aug. 1980,

Si propofita- fuerit vis quaecunque V, in diretione A Z vr- Tab. IL
gens, pro ‘eius momento refpedu axis @ z, vtcunque fiti, inue- Yig &
ftigando praccepta flatica hanc fuppeditant regulam: Ex puncto
quocknque V, in re@a AZ affumio, ducatur ad alieram reGlam azx
perpendicularis Vo, gquae wocetnr = v ; deinde quaeratur inclina=

vio rectae A Z ad plamum a V z, quod Seilicet tribus  punctis

a, V, z determinasur , quae inclinatio wocerur — bincqae erit -
momentum quagfituin == V. o fin, Q. Scilicet acquabitur producto

ex vi follicitante V' in diftantiam Vo = o, atque infuper in

finem anguli inclinationis O, '

Ve~
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Verum fi pro hac formula“tam diftantiam @ quam an=
gulum ¢ in genere per calculum definire velimus , in formu-
las analyticas tantopere intricatds delabimur, vt vix quicquam
inde ad v{um mechanicum concludi queat. Cum autem elec=
tio pun@ V ab arbitrio noftro pendeat, id ita affumere licet,
vt pleraeque difficultates memoratae cuanefcant, quod eueniet,
i punétum V ibi accipiatur , vbi diftantia inter binas -redas

AZ et ax (quas ambas in infinitumi extendi concipere €ou=-—|- -

uenit ) fit minima. Hanc conditiénem igitur introducentes to-
tam momentorum inueftigationem inftitnamus , et more apud
Ceometras recepto procedamus; vbi, quae proprie ad Mecha-
picam {peQant, ab iis quae ad Geometriam funt referenda, di-
ftinguamus. -’ '

Theorema geometricum.

rl?‘b Im & 1. Si rvelta Mm fueris minima diflantia inter binas
Fig. 2. p,80; AZ ¢ az, ea ad viramgue erit normalis , ita Vi tam

angulus A M m quam angulus a m M fis reclus.

Demonftratio,

. Si enim angulus Mmz non effet rectus, perpens
diculum M p, ex M in redtam a=z demiffum, minus foret guam
M m, contra hypothefin. Simili modo, fi rectam M non effet
perpendicularis ad A Z, ex m €0 duci poflet perpendicularis
m P, quac iterum minor foret quam M 2, contra hypothefin.
Vide enidens eft, diftantam minimam M 7 ad vtramque et
cam A Z et az effe debere perpendicularem.

Corollariuin,

§ 3. Quod fi perm ipfi A Z ducamus parallelarﬁoﬁwa

erit etiam M m perpendicularis ad oo et perpendicul-aris 2
. pla




planum ama vel wma;

rectam M 7 sormali,
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ficque recta m 2z fita erit in plano ad
atque fi angulus &7 &> fiue 2 mw pona~

oy == w, ifte angulus metietur inclinationem Mutuam bigarum
rearum propofitarum AZ et ez

_ Problema mechanicunl

I . "
§. 4. Cognita diffantia mini

ma M i —m inter diretio-

nem wis follicitantis AZ et axem %, definire miomenisH vis V
I : . . -

elin axis a 2.
refpecs ‘ B

PR

Solutio.

§. 5. Puncum v {upra
mus in reda A Z, in ipfo punéo M, vbi diftantia ab altera -

re@a a &, fcilicet M

in regula memoratum “fuma-Teb- I

Fig. 3.

m — m , eft minima. Per M ducatur re-.

Ga aw, ipiaz parallela, guae €rgd

izcebit, atque’ angulu

met inclinalioncm'reé’tae A Z ad plapum ¢ Mg, quam fupra

in regula indicauimus per ®, quamobrem momentum quacfi-

tum nunc erit =V

fantia minima inter binas re&

M m — m. Deinde

natio toutna ambaram
igitur vtramque inueftigationem 1

quam  oftenderimus ,
calculom reuvocari co

s AMa, fine Z

m fin. s

cum @2 in eodem plano
Mo, qui fit ==, expri=

L1

Corollarium.

§. 6. Ad momentum igitur vis V, in directione AZ
yrgentis, refpediu axis g & inueniendumm, primo quaeti debet ¢i-

\

1 A Z et az, quam ponimus

eiam guaeri debet angulus w, Hue incli=

refarum A Z et a2 ‘Quemadmodum
nftitui oporteat doceamus, poit-

quomodo pofitionem yirinsque rectae ad

aueniat.

Nova Aéia Acad. Imp. Se. Ts V11,
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Problema geometricum. |
| § v Pofitionem ambarum velarum AZ et azx ad cq.
cilum redocare. - _

Solutio.

§. 8. Hunc in finem in fubfidium vocemus ternas dj-
retiones fixas inter fe normales, ad quas vtriusque recae po-

fitionem per ternas coordinatas, iftis directionibus parallelas, re. |

feramus. Hinc igitur pro re®a A Z conftitnamus tres axes

AF,A G, AH, dire@ionibus illis fixis parallelos, quorum re-

fpeCu pro pun@o quocunque Z flatuamus ternas coordinatas
iftis axibus parallelas AX =X, XY =Y,etYZ — Z, et po-
fito interuallo A Z =S, quia ad id ternae coordinatae con-

ftantes tenent rationes ; ponamus X —=FS, Y==GS, Z=—HS, .

vbi cum fit F = 2% enidens eft F exprimere cofinum anguli

FAZ, quo dire®io AZ ad axem AF inclinatur. Simili mo-

do G erit cofinus anguli, quo dire@io A Z ad axem AG in-

clinatur, et H erit cofinus anguli, quo direGio A Z ad axem

A H inclinatur. Praeterea vero, cum fit :
SP=X - Y Z = F G H) S,

cuidens eft femper fore F* - G* 4 H? — 1.

§. 9. Eodem modo pro altera dire®ione zz ftatnan-

‘tur terni axes af,ag,ab, direQionibus fixis paralleli, ad quos

pofitio cuinsvis punéi & referatur per coordinatas g x — x ,
¥y =7,y 2 =2; etpofito internallo az=y, ftatuatur x —f7,

J g==s et 2 b=y, vbi, vt ante, litterae f» &, b, expriment

cofinus angulorum fas, gaz, bag, quibus diredio propofita
ax ad ternos axes af, a g, a b, inclinatur. Tum vero etiam
hic habebitur f* -~ g* 5" == 1.,

_ §. 0.
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§. 10. Denique quo etiam fitus pun&i a refpedtu pun- (
gi A in calculum inferatur, €x punéo a in planum F A G de-
mittatur perpendiculum @ C, tum vero ex punco C ad axem
A F normalis ducatur C B, ac vocentur interualla AB—a,
pC=¢&, Ca=—=c, ita vt pundtum @ quoque per (ernas
coordinatas @, &, ¢, determinetir, hocque modo omnia, quae
od relationem inter binas reftas propofitas A Z et a-% perti-

pent, facillime ad calculam reupcari poterunt.

Problema geometricum.

§. 11. Propofitis duabus reilis AZ et az, earum in- |
. glinationem_muiua 5 guace fit v, per calculum definive. .

Solutio,

§. 12. Poftquam ambae re@ae propofitae A Z ot a 2 Tab Ik
per ternas coordinatas, vti modo docuimus, ad calculum fue- Fig. 5
rint reuocatae, quia omnes rectae inter fe parallelae ad quam--
nis aliam reétam acqualiter inclinantur, ducamus €X A reftam
A/, alteri redae propofitie 2 2 paralletam, fimulque ducantus
ternae coordinatae refpondentes Ax'—ax, 5y =), 5 & =2
Haec {cilicet figura, vbicunque extiterit reGa a z, in hunc lo-
cum translara concipiatur , atque jam angulus Z A 2/ erit in-
clinatio , quam ambae rectae propofitae AZ et ax inter fe
tenent.

§. 13. Quamobrem, quo iftum angulum Z A z" com-
modius definite queamus, ambo internalla A Z et a2’ inter fe
aequalia accipiamus, ita vt Gt s—= S, vade fequentes habebi-
mus valores: ' ' ' -

AX=X=FS; XY=Y=GS; y7Z—Z—HS;
o Ax’_:x::fS;x’y’:y:gS;y’z’:z:bs:
Bb 2 ' . cxX
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ex quibus redfta Z 2’ ita definitur, vt fit = - ‘ i g
(Z2y =(x—X) -4 (—Y) -+ (2: — Zy, fiue’ ?
2oy =S[(f—Fr+@—Cr+G—H1 | &

qua expreffione euoluta , ob o
frtg =1 et PG +H =1, erit ‘
(Z ’\ﬁﬁzsg(x%fF—@gGuin) o ' ¢

S _ . §o T4 P }X—GGQ megiaﬁautemqlonﬂatﬁ‘mgﬂluwz Aﬁ,,ﬁ,7 B

- /2 73
ex datis tribus lateribus ita definiri, vt fit cofld= sSiT et ont,

vnde, valoribus fubftitutis colligitur fore cof. m_fF+0G+bH
quae expreffio {atis eft fimplex , vt in calen]im commode In-
troduci queat. Uy _ i

Problema geometricum. !

Tab Im. § x5. Pr opof Ttis duabus. wéi‘zf A Z er 4z, promz am
Fig. 4. ad calenlum funi rewocatae , inuefligare puntia Z et z, guorum
diffantia Z z cmnpinie fiv minima.

Solutio.

§ 1 Qula diftantia minima inter bmas redtas pro-
poftfls ad vtramque eft normalis, puncéa Z et z inde definiri
debebunt, vt anguli A Zz et ¢z Z fiant redt, ﬁue, fi dudtae
mtcihgantur reftae Az et aZ, vt it
' A —=AZ +Zx et al=ax 72,
quas ergo aequationes ad calculum reduci oportet. Ante om-
nia autem_ex clementis conflicutis interuallum Zz ita expri-
mitur, vt fit

Zz*=(a+fs—F8) +(&+g.r—-GS) +(c+[g,r_-HS) ’

quae
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quae expreffio quo magis contrahatun ponamus br. gr.
ga+bb+cec=—247; 4F+bG+cH=E et af+bg+ab-——e,

ﬁcquc impetrabimus hanc formarm:

, y "“""A+28.f——-2ES~ESI<Ff+Gg+Hb)+J 48
Cum igitur, vtmodo ante Vldlmus, fit Ff+ Gg -+ Hb=coliw,
erit

7% ’-—A+aes-°ES—-28:cof w4 4% 8%

§. 17. Deinde vero has denommatlones in fubﬁdmm
vocando lepenetul per nofiras coordinatas : )

= (a+fs5) ——]—(b+gs) —{-—(c‘+b.r) R

**' *ﬁde@qﬂe erit B

Az’*"—'A—Pze.;—-i-ss.
Simili modo erit
07— (a—FSyr +(b—GS) +(€~—HS),
adeoque _ e
aZﬁ—szhS—f-SS
Hinc igitur binae aequationes fupra datae dabunt has :
A—i—zBJ—I-JJ::2SQ+A—~2ES+2BI~—2.SJCO{‘OJ+J
A-2ES+SS:255+A—-2ES—+—2€5——2SJcofm-'-S
quae ad has formas reducuntur :
S——E—Jcofw:o o L
s4e—Scolw=—o. '

§. 18. Ex his iam duabus fleqmnombus fatis ﬁmph-
cibus ambo interualla quaefita A Z— S et gz ==y, ita deter~
mipantar , vt fit

S— ""“E'—""CDJ—W et J-__Frwfm-——e
Jin w® Jin. w*

Bb 3 ' _. Co-
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| Corollarium. |

§ 18. Quodfi ergo internallis AZ =S5 et ag—;
hi valores tribuantur, tum diftantia Z» ompium euadet mipi.
ma, ideoque —m, quam ergo fi in calculo retineamus, binge
aequationes principales, vnde haec folutio eft deduda, erunt

mm-+~SS—A-+2e545,

mm—t+s5s=A~2ES8+88,
i:piae duae aequationes additae producent hanc :

mm =N +es—ES, -

‘quae multo fimplicior eft quam ea quae ante immediate fue-

rat orta, icilicet
mm—=A+2e5—~2B8—2Sscoflw+s5+88,)
ez igitur in fequente Problemate vtemur.

- Problema geometricum.
| S x9. Propofitis duabus rectis 4Z e az, per elementa
Jupra flabilita definitis, inuenive earum diflantiam minimam.

~ Solutio,
. § zo. In Problemate praccedente inuenimus , fi ca-
piator ,
B M_E-—ecgiu_ —_— o — Eogf gy
A.Z"‘S—‘f“"—*ﬁn.mz S @z s I= 2Tt
tum diftantiam Z 2 aequari ipfi diftantiae minimae -—— . De-

inde vero in Corollario oftendimus effe m*"— A-+e5s—ES;

- quamobrem tantum opus eft, vt pro litteris A, ¢ et E valo-

res affumti reflituantur, qui erant
A=aa+bb+co,
E=uaF+5sG+cH
e==af+bgch,

ynde
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nde oritur haec aequatio :

ptfin.e® = (aa-;—bb—auca)iﬁn. w0 (af-+bgoh) (aF+bG+ cH) colw

———(af—e—&gv:—‘cb)”—(a]?a—b G+cH)™ )
Manifeftum igitor eft faca cuolutione talem formam effe pro~

dituram : :
mmiin.g®—=ad %[-1—“125—1—,05‘@—4—zab%.—l—zbc@-l—za'c@,

ficque tantum Opus eft, vt valores litterarum 3I, B, €5, 6,9,
euolnantuf. ‘

§. 21, Incipiamus a littera 9, eiusque valor rcperitur

of — fin. >+ 2 F fcof. w—F* — % fiue

Q,[::I-~F"’-—f="—e—cof.m'(_-zFf—-cof.m). .
Hinc iam loco cof.w eius valor Ff+ G g+ Hb fubftitnatur,
eritque .
QI:I—Fﬁ——f”—:—Fgfé—w(Gga-Hb)’,' '
cnins expreflionis pars prior manifefto eft produ@um ex factos
sibus T — F* et 1 —f%; quare cum fit

PP H et 1 —f =g+ b
fata euolutione reperitur _

A—GGChh—eGHegh+HHgg=(Gh+Hg)"
Simili modo valores litterarum B et € inueniri poffent; fed
quia tam litterae a, b, ¢, quam F, G, H, item f, g, b, codem
ordine procedunt, tantum Opus eft fingulas litteras pro A in~
uentas yno gradu promouere , vt obtineatur :

»— (Hf—Fby; atque €= (Fg—CN)>

dum denuo wvno gradu progreditur.

§ 22. Quaeramus nuac valorem litterae §, qui ex

% .

forma inuenta colligitur fore
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§—(Fg+Gf)colu—FG—fg.
Hinc fubftituto valore pro cofl w fiet
F= (Fg+Gf)(Ff+Grr-+~H/9)—-I‘G fg, fiue
§=—FG(1—ff—e8)—fe (-—F —G)+HbFeGf).
Quia igitur eft .
I—-ffugg__bb et 1 —F—G*—=H ﬁet_
= Hb(I‘g-—i—uf)——I‘th———ngH

quod Manifefio eft produé’cum ex fadoribus Gh—H N4 et
Hf—Fb, ita vt fit |
T = (Gb——Hg) (Hf—TF5h).
Quod fi iam vno gradu progrediamur, hinc deducimus valorem
6 = (Hf—F5)(Fg—Gf)
ac denuo progrediendo

—-(Fg_-Gf)(Gb“Hg)

§. 23. His lgltur colhgendls fcquentem acquationen
nancifcemur:
mumfin.o* —=(Gh—~Hg)® aa+2(Gb—Hg)(Hf—Fb)a5
A+ (Hf—Fb)ybb+2(Bf—Fb)(Fg—Gf)be.
+4-(Fg—Gf) cc+2(Fg—Gf) (Gh—Hg)ac
quae expreffio manifeflo eft quadratum. Extra®a ergo fadi
ce orietur:

mfin.w=(Gh— Hg)a—f—(Hf—Fb)ﬁ—!—(Fg——-Gf)c
quae formula etiam negative potuiffet accipi, fed quia de di- .
ftantia fermo eft, ea femper. poﬁmua intelligi folet. Quin etiam

- {in. © negatine fuxm poffet, quia tantum inclinationis cofinu®

immediate inuenimus, vnde vna ambiguitas ab altera tolh eft
cenfenda. .

Pro-




Problema mechanicum.
§. 24. Propofiia vi quacungue V _[fecundum directionsim
A Z wrgente , definive eius momenium vefpedtu  axis cuiuscungue
az. ' . :
Sclutio. |
§. 25. Pofidonem vtriusque diredtionis AZ et a2 per
eadem elemerta exprimi affumamus , quae fupra funt flabilita,
fcilicet per terna interualla AB—a, BC=—4, Ca=r; tum
vero per cofinus F, G, H, angulorum, quibus diredtio A Z
ad axes fixos AF, AG, AH, inclinatur, atque infuper per
cofinus f, g, b, angulorum , {ub quibus altera dir¢dio a=z ad

axes fixos af, @ £, @b, inclinatur; ex quibus elementis colli-
gitur inclinatio mutua ambarum directionum, qua pofita ==
inuenimus effe coflw=—=Ff-+ Gg-+H»hI Practerea vero {i
m denotet diftantiam minimam inter has duas dire®iones, mo-
do vidimus effe:

mﬁn.w:.‘.:(GiJ—Hg)a—i—#(I-If——F_b)17—{—«(Fg—-—Gf)fb.

§- 26. Ex his autem duobus valoribus pro angulo @
et diftantia minima = inuentis fupra demonftravimus §. 5. fore
momentum quaefitum =V m fin. w. ‘Quare, fubftitutis valoribus
"modo affignatis, momentum quaefitum hac formula exprimetur:

Va(Gh—Hg)+ViHf—FB+VeFg—Gf).

Corollarium.

§. 2. Ezxpreffio ergo pro momento inuenta, practer
ipam vim propofitam V, inuvoluit, nouem litteras a, 4, ¢; F,
G, H; f, g, ; quae autem ad feptem reduci poffunt, cum fit
FFi-G - H =1 et f*-g* 4+ F*—= 1. ' Quia igitur ob tan-
tam multitudinem ratonem iftius formulae haud facile perfpi-

cere licet, haud abs re erit, quosdam cafus particulares, qui~ -

Nouwa A&a dcad. Imp. Se. T. V1L Cc bus
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bus direfio axis % vel in due&wnem af, vel ag, vel gh
incidit, euoluere. : .

Cafus I, quo direfto «z incidit in axem af. |

§. 28, MHoc igitur cafu, ob coordinaras y=o et =0, erit
g=o0 et h=o, ideoque f=1; tum igitur fiet cof.w=TF, atque
momentum vis propofitae refpedtu axis a f erit V(¢H—¢G).

Cafus I quodirettio a»-incidit in-axem ag-

§. 20. Hoc igitur cafu binae coordinatae x et 2 eun~
nefcent, eritque ergo f—o et h=——=o0, ideoque g — 1. In-
clinatio igitur ad hunc axem determinatur per cof. w=— G, at~
que momentum refpedtu axis ¢ g erit V(¢ F—a H).

Cafus IIL. quo dire@io = incidit in axem 2 5.

'§. 30. Hic binae coordinatae x et y euanefcunt, erit-
que idcirco f—o et g—=o0, tum vero »— 1. Inclinatio-
nis, fiue anguh w, cofinus erit = H, et momentum quaeftum
refpe@u axis a b fiet 'V (aG-——-bF) |

Problema mechanicun.
§. sx. Cognitis tribus inomentis, quae wis propofita V,
in divellione 4 Z agens, exeriv in ternos axes fixosaf, ag, ab
inuenive momenium, quod eadem wis refpellu axis a z producet.

Solutio,
§. 32. Defignemps terna momenta cognita per littes
ras P, £, N, atque habebimus, vt modo inuenimus
T P=VEH—cG);
D=V ({F—aH);
RX=V(aG—&F).
Tam
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fam vero expreflio pro “momento refpectu axis @z fupra in-
yenta etiam hac forma repraefentari poteft:

| Vf(bH-—cG)-{«Vg(cF—-——-aH)—i—Vfa(aGméF),
<bi ezedem formulae occurrunt, quas modo pro momentis %P,
Q, M dedimus, quibus ergo {ubfitutis momentum refpectu axis

g et fP4+gQ-+v3, vbi mnon amplius neque pofitio,
neque ipfa vis follicitans V' in calculum ingreditur, w¥ade e~
quens Theorema maximi momenti nancifcimur.

Theorema mechanicum.
§ 3s. A guibuscungue viribus corpus circa axem 4 %

mobile foliicitefur, fi cartm virium momenta—refpedty—axium
af, ag, ab fuerint B, O, R, tum momentum refpedu axis
propofid @ z erit fP—-& Q 4+ bR, vbi f, g b, denotant co=
finus angulorum faz, B2 %, ba= Veritas huius Theorema=
tis iam penitus eft euicta in Problemate praecedente. Hic au-
com obferuaffe innabit terna illa momenta 9, Q, R in eundem
{enfum tendere debere. Scilicet fi momentum %P pro axe af
tendat in plagam g b, tum bina reliqua momenta tendere de=-
bent in plagas b f et f g, fine fecundum. ordinem harum litte~
~raruim, in plagam feg b, atque in eandem plagamn etiam verget
momentum pro axe ag inuentum. Ac fi quodpiam horum
momentorum P, L, N, in plagam contrariam vergat, id in
calculo negative erit accipiendum. -

Corollarium 1.

§. 34. Hinc ergo etiam ifta infignis veritas deducitur:
Quaecunque wires refpeCtu ternovum axium a fy ag, ah, inter fe
normalium eadem prachent momenia , eacdem pro quouis axe obli-
quo ax paria momenta generabun.

Ce 2 : Corol=




Corollarium 2.

§. 55. Momenta igitur virium pro ternis axibus inter
fe normalibus eodem prorfus modo componi poflunt, quo vi-
res fimplices componi folent. Si enim punéto & applicatae
fuerint vires P, Q, R, fecundum dire@iones af, a g, ab, ex
iis componitur vis fecundum directionem az—=fP+gQ~+bR,
quac egregia harmonia maxima attentione digna eft cenfenda,

atque in vniuerfam Mechanicam hinc non contemnenda incre-
menta redundare poffunt.

ME-




