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REMARQUES
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L'EFFET DU FROTTEMENT
nans vL'EquiLierg, (*)

paRrR M. L. EULE R

I.

Il femble d'abord, que le frottement ne regarde en aucune maniere
Iérar d’équilibre des corps, & que fon cHet eft néceffairement arra-
ché au mouvement.  Aufli veyons - nous que les Aureurs, tant quils
expliquent les loix de I'équilibre, ne font aucune mention du frotte-
ment, & quils n'en tennent compte que lorfqu'ils traitent du mou-
vement. Cepcndnnr, pour qu'un corps {oit mis en mouvement, il
ne fuflic pas que les forces dont il eft {ollicité ne foient plus en équi-
libre, mais il faur que l'excés (oit capsble de vaincre le fromement.
Donc un corps demeure en repos ou en ¢quilibre, non feulement tant
que les forces don il cft follicité {& tiennent en ¢quilibre, mais aufli
quand P'équilibre des forces elt woublé, pourvu que I'excés ne foit pas
affez grand pour vaincre le frottement. Dot il eft évident, que le
frottement influc beaucoup fur I'équilibre des corps, enrant que I'érac
d’équilibre ne differe pas de 'éeat de repos; & quondir, qu'uncorps
(e rouve en équilibre, tant qu'il demeure en repos.

2. Confidérons le cas ot le poids P repofe fur le plan incliné
AB, éwant reriré felon la direction DE parallele au plan par une force
fulifante; & l'on prouve, que cene force DE doir ére au poids P,
com-

(™) Lu le 16 Mas 1758

Miém. de I' Acad. Tom. XYL I.1

Planche IX,
Fig, 1.



266 o

comme la hauteur AC eft d la longueur AB du plan. Sl n'y avoit

point de frotrement, ce feroit fans doure l'unique cas de Péquilibre, en

forte que, fi la force DE éroit moindre que :%Eﬁ: . P, le poids P def

cendroit fur le plan; & fielle étoit plus grande, lc poids monteroit
vers A, Mais, i caufe du frottement, le poids P demeurera en re-

pos, quoique la force DE foir ou plus grande ou plus petite que

g—g’ . P, pourvu que la différence foir plus petite qu'il ne faudroit pour
vaincre le frottement.  Donc, fi nous pofons le frottement = F, tant

que la force DE f{ubfifte entreces deux limires ::—E . P4+=F & i—g

. P — F, le poids P demeurera toujours en repos.

3. Or Pexpérience nous a donné & connoitre, que le frotte-
ment tient toujours un certain rapport 4 fa preffion du corps contre le
plan, qui eft pour la plipart comme 1 4 3. Donc, puifque la pref-

EC
fion di poids P fur le plan incliné oft = ik P, en prenant pour le

dir rapport en général comme A 4 1, on aura le frottement F —

. %—E, otillyaapeuprés A == §. Lt partant, le poids P de-

meurera en repos, rant que la force DE {ubfifte entre ces deux limires
AC 4+ n . BC AC — A . BC
AB P & B P.

caufe, que I'étar d’équilibre admer une grande étendue par rapport 4
la force DE: d'oii I'on peut dire que la force requilfe DI pour main-

tenir le cerps P en équilibre, eft indéterminée.

4. Sl s'agir feulement d’empécher que le corps P ne gliffe en
bas, il {uffic d’employer une force DL, qui ne {oit pas moindre que

= ;nhEEP. Done, i AC et égald A BC; ou moindre; le
: COrps

Le frottement ¢ft done
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corps u'a pas befoin de fourien, & il demeurera de foi-méme en fon
lien: mzis, it AC > A . BC, le corps deit éme rerenu, & s'il
éroit atraché en F par le £il 1307, ce fil ¢prouveroit un effore éeal 4
AC — n . BC
AB
corps. Cor, quoiguune plus grande force I'arréte également, il eft
naturel que le fil DE ne foutienne que la plus petite; puifque, s'il eft
affez forr pour réfilter & cerre plus perite force, il n'y a pas 4 eraindre
qu'il foir rompu.  D'oll I'on voit que, s'il faur dérerminer la force
dont le fil DL eft tendu par le poids P, quoique cette queftion appar-
tienne i la doctrine de I'équilibre, on ne la fauroic réfoudre fans avoir
égard eu frottement.

. P, qui eft la plus petite force capable d'arréter le

5. Mais je me propofe d'examiner ici un cas plus curieux: je
fuppofe le poids P attaché 4 une corde, qui (oit appliquée aurour d'un
corps fixe ALMND d'une figure quelcongue, ou il s'agit de déter-
miner la force dont l'autre bout de la corde B doir étre tiré, afin que
le poids P foir maintenu en repos.  Or dabord, s'il n'y avoit point
de frotrement, & que la corde pir librement gliffer zutour du corps
ALMNB, il eft évident que la force dont on doit tirer le bour de la
corde BD), devroit étre égale au poids P, de forte que, fi certe force
éroit moindre, le poids P defeendroit en bas, & fi elle éroit plus
grande, le poids en feroit élevé.  Mais le frorrement changera la quef-
tion; & pour empécher que le corps P ne defcende, une plus perite
force & appliquer en D fuffira; or il faudra y en appliquer une plus
grande qu'au cas précédent, quand on veur faire monter le poids P.
Toute autre force contenuc entre ces deux limires, maintiendra le

poids en repos.

6. Pour connoitre ces limites, cherchons la plus petite force

a appliquer en 1), qui puiile encore arréter le poids I’ en repos, de
forte que, fielle &oit tnr foir peu plus petite, le pods P delcendroit
actvellement. 1l faur donc que cettz force foir égalei Vexcés du peids
P-fur tous les obftacles du frotrement, qui s'oppoferoient a la defiente
Ll z 1 aciugl

Tig. 2,
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aftuelle du poids. Or le frottement dépend en chaque point M, od
la corde eft appliquée au corps fixe, de la preffion dont la corde y eft
apprimée, en forte que, fi la preflion en M éroit — [, le frotrement
y feroit équivalent a une force — A Tl, dontla cﬂrde {eroir tirée en
arriere vers N felon {a propre diretion. Mais on ne fauroit détermi-
ner la preflion fans {fuppofer connues rourtes ces forges du frottement; &
partant tout revient & la folution de ce probleme, que je m'en vais
développer.

7. Partageons toute la corde en élémens infiniment petits &
égaux entr'eux, dont deux quelconques foient mM & My, qu'on nom-
me mM — Mp — ds.  Soitla preflion en M, ou je confidere
comme réunie toure la force dont I'élément = M eft apprimé, — Rds:
& le frotrement caufé par cer élément fera — ARdr, qu’il faut con-
fidérer comme une force appliquée en M fuivant la direétion Mu, op-
pofée d Mm, puifgu’on peut négliger Pangle que ces deux élémens
font enfemble.  Certe force diminucera la tenfion de la corde, de forte
qu'en pofant la tenfion de I'élément Mm — T, celle de I'élément
Mpfera — T = ARds; orcelle-ciérant == T 4 dT, nous au-
rons dT — — ARds, & partat T == Conft. — AfRds. Pour
définir cette conftante, on n'a qu'i confidérer, qu’au commencement
en A, ot lintégrale {R d s évanouir, la tenfion doir érre égale au poids
P, d'ol 'on obtient cette valeur déterminée T — P — A(Rds.

8. Concevons en M appliquée une force Mr, égale & oppo-

{Ee i la preflion de I'élément Mm, de {orte que cette force foir M
— Rdrs, & il faur qu'elle {oir en équilibre avec les autres forces qui
agiffent fur le point M. Or, i caufe de la renfion, le point M eft ti-
ré {elon Mm par la force = T, & felon Mp parla force T 4 dT
— ARds = T. Ces deux forces érant donc égales, & la force Mr
perpendiculaire, fi nous polons le rayon de courbure en M —r, I'é-
quilibre exige cette proportion: Rds : T = ds : #», de forte que
T — Rr. Or nous venons de rouver T —= P — A(Rdys, dol
ndus ticons par la différentiation Rdr 4+ #dR == — ARds, & de
: L
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le nombre, dont le logarithme eft == 1, pouravoir Rr = T =
P AMfde 2 7 — p,= Afds 2 v o déterminant la conftante de relle

forte, que la tenfion en A devienne égale au poids P.

. d . .
g. Ici il faut remarquer que —;f exprime 'amplitude de I'arc

AM, ou bien I'angle MR A, que fair la perpendiculaire MR i la cor-
de en M avec la droite AR, qui eft perpendiculaire au commence-
ment A de la corde.  Pofons donc cer angle ARM — @, qu'il faur

exprimer par I'arc d'un cercle, donr le rayon eft = 1, quieneft la

mefure: & la tenfion dela corde en M fera = Pe™ "%; la preflion

yéunt = Pd@e™ *? = Rdr = T%. Par conféquent, {i nous

nommons l'amplitude de la corde entiecre ALMNB — v, la tenfion

4 'aurre bout B fera — Pe™ """, & une telle force appliquée en D
fera fuffifante pour maintenir le poids P en équilibre; en forte que, fi
cetre force éroit moindre, le corps P defcendroit aétucllement. Cepen-
dant une force plus grande appliquée en D ne fera que maintenir le

poids P en repos, julgud ce qu'elle furpaffe la quantiré Prl"', ol elle
fera monter le poids P; done le poids P demeurera en repos, tant que

la force appliquée en D eft entre les limites Pe ™ *7 & P*7,

1o. De li on voir que la figure du corps ALMNB n’entre
en confidération, que par {on amplitude, ou l'angle que font enrr'elles
les perpendiculaires AC & RC, rrées aux extrémirés A & B. Done,
fi les deux bours de la corde en A & B deviennent paralleles, la corde
faifant un demi-tour fur le corps fixe, quelle que foir fa figure, de
forte qu'au lieu de la force appliquée en D, on puiffe concevoir un
poids Q_, ces deux poids pourront étre en équilibre, quoiqu’ils foient
inégaux entr’eux.  Puifque l’ﬂmplitl'—u;l: dans ce cas eft de 180°, dont

3 la
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la mefure el la demi- circonférence d'un cercle 7, le rayon éant — I,
I'"!quilibre aura lieu, tant que le pu :ds Q_nleft pas ou plus perir r"m,

-
Pe” 77, ou plus grand que Pe™.  Sinous fuppoftchs X — a
aule de 7 = 3,14159, ces deux limites [eront pour ie poids Q_

in moindre —— o,35092 P, la plus grande — 2,84465P,

11. ﬂmr ce casdone, leplus perit poids O qui foit capa:
ble de foutenir le poids P, nleft gu'eaviron un ticrs du ]‘.'ﬂ.ds P, ou i
per prds = 4% P: & partant, fila corde roir attachée en l.”.i un
clou, ce clou ne foutiendroit qu'environ le tiess Ju poids 1% Cieit le
fretrement de la corde fur le demi-rour ALMNDE, qui cault cette
diminution confidérable, puifgue fans le frottement le poids Q_devroit
éwre égal au poids . Or, fi une i petite force eft fuffifante pour em-
peclher la defeenre du poids P, il en faur employer une dautant plus
grande pour faire monter le poids P: car, pour cer effer, il faur que le
poids Q_foir plus grand que 2,84965 P, oud peu prés que 22 P: s’
n'y avoit point de frottement, il fufliroit que le poids Q_ furpalsir le
poids P.  Done, ¢'il s'agit feulement d'arréter un grand poids, le frot-
rement eft d'un grand fecours, en diminuant la force requife 4 ce def-
fein: mais, d'nn autre coté, 'élévation du poidsP exige une force dau-
rant plus grande,

12. De li on peut conclure, combien la force requife pour
arréter un poids donné, peur &re diminuée par le frottement, quand
Ia corde fair plufieurs rours aurour d’un tambour fixe, qu'on peut re-
garder comme un cylindre, puifgue la igure n'y contribue rien. Con-
{idérons au lieu de certe force un poids Q_atrach¢ & Paurre bour de la
corde, dont la diretion érant verdicale, la corde occupera fur le ram-
bour, ou un demi-rtour, comme dans le cas expofé; ol nous avions
4 —= w: ou elie occupera ur tour & demi, ce quidonne ¥y — 37;
ou deux rours & demi, cequidonne ¥ == s&; ou trois tours &
demi, ce quidonne v = 77, & aindide fuite. Dans ces cas, le
plus petit poids Q_capable d'arréter le poids P, fera pour le premier

Q=
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Q= ¢~*7P; pourle fecond Q = ¢~ 3*"P; pour le troifieme
Q — ¢~ 5*"P; pour le quatrieme Q_= ¢~ 7" P, & ainfi de
fuire.

13. Suppofons, comme il arrive ordinairement, A = %, &
nous aurons pour chaque nombre de rours & demi-tours comme la
table [uivante fair voir.

Lorfque la | la force requife || Lorfque la | la force requife
corde fait | pour maintenir || corde fair | pour maintenir
le poids P. le poids P.

i rtour 0,350920P || I tour o,123145P
1% tour o,043214F 2 tours o0,015165P
2! rours o,00§322P |= 3 tours 0,001867P
3§ tours 0,000655 P | 4 tours 0,000230P
44 rtours o,000081 P § rours o,000028P
§4 tours 0,000010P 6 tours 0,000003 P,

La figure repréfente le cas de quatre tours & demi; donc, file poids
P éroit de 1000 livres, pour empécher {a defcenre, il fuffiroit d’em-
ployer en Q_un poids de v 45, ou d’une douzieme partie d’une livre:
& s'il y avoit un rour de plus, la centieme partie d'une livre feroic
[ufhlante.

14. Certe diminution dépend principalement de la valeur du
nombre A, que jai {uppofé, conformément i plufieurs expériences,
— %45 fice nombre étoit = }, comme il arrive quelquefois quand
les furfaces font affez bien polies, cetre diminution deviendroir confi-
dérablement plus petite. Pour le cas de 44 rours, le poids Q devroit
étre — o,000854 P, & parrant 10} fois plus grand que dans le cas
h = 4. Réciproquement donc, ayant trouve par Pexpérience le
poids Q_, on pourra dérerminer trés exactement par li le nombre A.
Suppofons que, pour le cas de 4% tours, on ait trouvé le poids Q —
0,00025 P, ou Q_= 35%sP; & puifque ;055 == ¢ Py oue?

——
E—
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! qoo0 .
‘e 0, 4342945.97

— 0,29334, cequiferoit a peu prés A — 31

1§. Cependant on ne fiuroit trop comprer (ur certe conclu-
fion, puifque j'ai négligé dans le calcul le propre poids de la corde, qui
peut caufer un changement fenfible dans la mnﬁ-:m;, qu'il vaudra la pei-
ne d’examiner.  Soit dont la corde parrour également épaifle, & que
le poids, dontla InnguE:; eft = ¢, foit = C: delile pm:]a. d'un

)

élément dr, fera — === Pofant comme ci- deffus l'amplitude de

I'sre ALM = @, le poids de I'élément M m donncera une preflion —

Cd'r fin @, & une force {elon la direftion de la corde — E{E cof,

f.‘
dont le frortement doit étre diminué.  Soir Rdrs la partie de la pref-
fion, qui eft encore inconnue, & la preflion entiere de I'élément M m
Cd
fera — Rds + -—I fin @, d'ol réfulee la force du frottement, qui

M:d.r

agir felon la dxre&mn Mp = ARds + fin @, dou il faur

d :
retrancher la force E:_f col @; de forte que la force qui tire felon

}..Cclf Cds

Mpu et = ARdr 4

16. Soit maintenant la tenfion de la corde dans 'élément M m
— T, & dans I'élément fuivant Mp = T + dT, & deld on au-

o s AR Cdr Ed

fin® + — cof . Orlacon-
dition de P'équilibre fournit comme ci- deflus certe équarion, en pofant

le rayon de courbure en M = r, de forte que -; = dip;

T
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T:Rr+%1iln{p, nuR-}-%lﬁnﬁ:;

L
d'ot nous rirons cetre équation

- A Tds Cds Cdr

dT — =t + Tcaf@,de+th¢: col @,

&

qui érant multiplice par ¢ ¢ & intégrée donne:

c‘*T:c

(4

T = %t" #(e?® ds col @,

f¢"®ds cof @, & partant

I

on il faut prendre lintégrale de telle forte que, pofant Mamplitede
@ = o, latenfion en A devienne == P, en négligeant le poids du
bour de la corde AP, ou en le comprenant dans le poids P,

17, Iei il eft évident que la renfion de la corde T dépend
non feulement de Pamplirude @, mais aufli de la figure du tambour.
Suppofons cette figure cylindrique, dont le rayon foit == a, & puif:
que 'arc AM — s devient a@, onaura ds = ad@®, & parrant
pour les tambours cylindriques la tenfionT, qui répond & 'smplitude
@, fera exprimée par ceite quation :

3 s Eir—”fr”dﬂ} cof .

=
Or, ayant £e*?d® cof @ = ¢** finp — AL*® dp fin @, &
(e dpfinp—=—e " cofl @ + Ale** AP col P, nous en tirons
et® dp cui'm'_"f“' ﬁn@i—hc”cuf@—?xhﬁ”dfpuuf@fmnﬁ.
& parrant
X r
ap — e fin® + A cofl Q) .
(e ¥ d@ col P — conlt. 4 oo i
M, de [ Acad. Tom. XVILL. M m 18
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18. Aprés avoir gouvé cette intégrale, nous acquerrons la
tenfion cherchée: '
. Ca _5p , Ca(lind + N cofl @)

Tt o e e A e !
ol, pofant @ == o, nous aurons pour la détermination de la con-
ftange:

Ca ACa
P =— conit "":"+{I + ?"..?L} ‘.:"

donrt la valeur érant fubftimaée fournit

= ACae™?® , Ca(fin® + A col @)
(14 20)e ' (1 + AN) ¢ '
Si le poids de la corde évanouir, de forte que C — o, on aura com-

me ci-deffus T = Pe™*®; mais le poids de la corde change de tel-
le forte la tenfion, qu'elle devient

Ca
(r + AA) e

19. Si I'on mulriplie cetre valeur de T par % — dQ, 4 cau-

T — Pe™**

T =P " fin @+ Acolp—ne "),

fede » = a, onaura la preflion de la corde dans fon élément Mm
— ds = adp, ot il faut remarquer que notre calcu! ne fauroir fub-
fifter, 4 moins que certe preflion ne foir politive; car, i elle devenoit
quelque part négarive, rien n'empécheroir que la corde n'abandonnér
li le tambour: auti le frottement ne fauroit alors devenir négarif, com-
me le calcul le fuppoftroit.  Ou bien il faudroit concevoir qu'il yefit
aurour du tambour un cylindre creux, ou un tyau, qui tine arrachée
parronr la corde au tambour, ou qui empéchir qu'elle ne s’en dérache.
Or la prefiion ne devient négarive qu’a moins que Ja tenfion T ne le
devienne: & partant les cas que nous devons exclure de notre cal-
cul, ne {e trouvent que ld ol expreflion de T obtient une valeur
négative.  Mais, avant que cela arrive, il faur que la valeur de T

éva-
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évanouiffe, & partant c’eft depuis cer endroit que nous devons aban-
donner le calcul.

20. Suppofons A = &, & confidérons le cas ot la corde
fair un demi - tour {ur le rambour.  Puifgu'alors @ = 180° — =,

& partant fin p — o, cofl @ — — 1, & ¢ ¥ — 0, 350902,
la tenfion & 'autre bour B, oule poids Q_, fera

Ca
Q = 0,35092 P — 0, 405276. —.

Le poids de la corde diminue donc le poids Q, requis pour arréter le

poids P; & la force Q évanouiroir tout 4 fair, I la corde éroit fi pe-
3

fante, quil fir C — $§. ¢! = ou bien, {i un morceau de la corde,

donr la longueur feroit égﬂlc au rayon du rambour 2, avoit un poids
qui fiir au poids P comme 13 4 1§5; dans ce cas, lacorde ALMNB
{implement couchée fur le tambour, fans qu'on lui applique en B au.
cune force, arréteroit le poids P; & fila corde éroic plus pefante, le
poids P feroit d'aurant micux arrété, & on le pourroit encore aug-
menter. Mais, {ilacorde eft moins pefante, il faur toujours appli-
quer en B un contrepoids'Q_, qui ne foit pas plus petir que celui
que je viens de dérerminer,

ar. Que dans la méme hypothefe A — %, la corde rem-
pliffe fur le tambour un rour & demi, de forte - que @ =g, &
nous aurons fin ) —o & colp — —1, enfiite ¢ = = 0, 043214,

d'ol la grandeur du contrepoids Q_devient:
C
= 0,043214 P — 0,3129642 . Tn

P :
Done, tandis que C<Y%. Tr? ou que le poids d’'un morceau de

la corde égal au rayon du tambour, elt plus perit que 4% P, il faur
appliquer un contrepoids Q. Mais, fi ce morceau de la corde pefe
Mm 2 2% P,

ig. 4.
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+*y P, ou davanrage encore, la feule corde, fans qu’on ait befoin de la
l:h-"l-:ru'er d'un cuntrcpmdﬁ arrérera le pmds P; & il feroir fuperflu de

lui donner une plus grande longueur, wvu que 'excés fur un tour &
demi ne demeurercit plus attaché au tambour.  On peur remarquer

wiqu'unz corde beaucoup plus mince que dans le cas précédent, eft ca-
pable de foutenir le poids P fans un contrepoids, & cela dans la raifon
de'§?aq% oudegqary

am, uand la corde remplic fur le tambour deux tours & de-
p

A — o, 005322, le plus petit contrepoids Q_fe

mi. 4 canfc de ¢
frouve

Q_= o0,005322 P — 0,3015966 . E‘-T
Quand s corde remplit fur le tambour trois tours & demi, 4 caufe de

e 'Y — o,000655, le plus petit contrepoids fera

) = bjc}ncsﬂP — 0,300196§ , Ef

Quand la corde remplit {ur le tambour quatre tours & demi, 4 caufe
dee” "7 — o0,000081, le plus petit contrepoids fera

Q_— o,00008:1P — 3,0000243 . Cﬂ

Quand la corde remplit fur le rambour cing tours Gc demi, a caufe de
¢~ * — o,000010, leplus pertit contrepoids fera

Ca
Q_=— o,000010P — 0,3000030 . —.
'y
Pour fix tours & demi on trouve

Q = o,coc00122P — 0,300000366 . —
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Pour fept tours & demi on trouve

Ca
Q_— o,000000151P — 0,30000004§3 . =

23. En général, fi la corde remplit fur le tambour » teurs

& demi, i caufe de § —= (22 ~—1) 7, le plus petit contrepoids
fera
A(r+4 e~ Man+13) *y Ca

1 + AN S
qui fera donc d'autant plus diminué, que le tambour eft gros. Si I'on
veut que le contrepoids évanouiffe, on aura cette équarion:

(1 KN)ce MBI FUT D — g4 (s 4o~ X0 F O

d'otli, fi'on connoit le nombre A & les quantités 2, ¢, C, P, on dé-
terminera le nombre des tours # de cette {orte:

Q.,: r—"'{i"’"‘f' I)e P —

SAfant Y haC
(1 4 AA) cP— AaC’
I((t + AR) e P — AaC) — .-’.'h.ﬂﬂ
ANmwle

Soir ¢ la longueur de la corde, qui pefe autant que le poids P, qu'il
faut {outenir, fans avoir befoin de contrepoids, & on aura

‘,I:I + AR)e—ha
ha

ou bien

2n 4+ 1 =

an + 1 = :hwle ou wle = :,3543?65:

24. Pour donner un exemple, fuppofons qu'on employe une rel-
le corde, dont 2000 pieds pefent autant que le poids 4 {ourenir, & que
le diametre du tambour foir un pied, ou @ — %: {oit de plus le pom-
bre qui réfulte du frorrement, A == %, & on aura

l13332% __ 4,1248953
S — g aflez exaltem
0,4547932 — 04547922 —° e
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donz # = 4: deforte que dans ce cas quatre tours & demi font (uf-
fifans pour foutenir le poids.  Si le frottement, éroit moindre & qu'il
fut A == §, on trouveroit

/16999 __ 4,2304234 __ il
0,3410941 ~ ©, 3410941 j

an 41—

Ici au lieu de 124 il faut prendre 13, & # — 6; de forte que ce
moindre frottement exige fix tours & demi.  Puiljue # eft ordinaire-
ment fort petit par rapport 4 ¢, on voit qu'il eft aflez exactement

28 4 1 = :'{I L hhﬁ:hr!f oue? @ntn= — {_'+M)’_
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Du refte il eft ¢videntr, qu'un fort modique nombre de rours efl tou-

Jours fuffifant pour foutenir les plus grands poids, fans avoir befpin
d’un contrepoids.
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