ECLAIRCISSEMENSs
SUR LE MCUVEMENT DES CORDES V!BMNTES
Par M. EULER -

i Ous ceux qui ont entrepris de déterminer le mou-
vement des cordes vibrantes ont borné: leurs‘rccher-

ch>s a1 ces trois conditions: | .
o [ls ont confidéré la corde comme fixée en fes deux

extrémites 4 & B (fig. 1.), & tendue par une force
quelconque , en forte que dans fon érat marurel fa figure
toir reprefentée par la ligne droite 4 B : ce n’eft que dans
cer etar que la corde peur demenrer en repos ou en équi-
libre.

-0 Ils nont confidéré que les mouvemens extrémement
potits d une telle corde, en forte que fi la ligne 41 B
repretente la figure que la corde prend pendant {on mou-
vernent a un initant quelconque, on puifle toujours regar-
der les appliquées X J™ de certe ligne comme infinument
petites.

3o I ont fuppofé que le mouvement de chaque élément
de lu corde ¥ fe fafle toujours fuivant la dire€tion de I'ap-
pliquéz X ou quil ne s'en écarte qu'infimment peu. On
pourroir bien traiter plus généralement cette queltion, mais
alors la Théorie conduit a un caleal i embarraflé quon
n’en lauroit rien conclire. I

IL. La derniere condition fe réduit a cellexci, que E incli-
1};@11};1 ‘de chaque élément de la corde Yy a I'axe 4 B
foit mhmment petite , ou bien que la tangente tirée.d cha-
aue point ¥ tafle avec l'oxe 4 B un angle infiniment petit.
Ce n'elt que dans ce cas quon peut regarder chaque éig-
ment de la courhe ¥ y comme égal i élément répondant
de 'axe X x: or cette condition eft abfolument nece(Tsi-
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re, pour que le mouvement de chaque point ¥V fe faffe

dans la dire@tion de lappliquée ¥ X. Delid on comprend
aufli réciproquement que toutes les fois, que cette condi-
tion convient i la figure A Y B, le mouvement de ’Cha~
que point ¥ ne fauroit s’ écarter de la direttion de | ap-
pliquée ¥ X

I Donc quand on demande le mouvement de la corde
apres quelle aura recu une umpulfion quelconque, il faut
abfolument que la figure qui lui a été imprimée d’ abord
foir telle , que non feulement toutes les apphquée;s XY
{oient quaft infiniment petites, mais que ! inclinaifon de
tous les élémens de la courbe 4 Y B foit aufli infiniment
petite. On pourroit encore ajouter cette condition , qu’on
ait imprimé en méme tems a chaque élément de la corde
un certain mouvement felon la diretion de I appliquée ,
& ce mouvement initial doit auffi étre rel , quil n’en ré-
fulte aucun faut dans la fuite; ou bien que la figure de Ia
corde demeure toujours conforme aux loix prefcrites. Cela
remarqué, examinons plus foigneufement sant la quettion en
elle méme , que la folution que la Théorie fournir,

QUESTION,

W. Aiant réduit la corde tendue & une figure quelcongue,
. au moment qi'on la relache » On Imprime encore & chaque
élément de la corde un mouyemens quelcongue : on demande ,
pour chague moment dy tems fuivant , tant Ia figure, que le
mokvement que la corde aura alors, Juppofant que tant la f-
gure lnitiale que le mouvemen Qi i aura ésé imprimé Joient
4 acord avec les loix preferites,



EXPLICATIONS

V. Soit 4B (fig.2.) la corde fixée dans fes deux
extrémités 4 & B, & tendue par une force quelconque,
2 laquelle on ait imprimé au commencement la figure AS B,
& o abord cette courbe doit étre telle , que 1 toutes fes ap-
pliquées foient quafi infinimens pettes, & 20 que toutes fe
tangentes ne § €cartent qu'infiniment peu de 'axe A 5.
Ces deux conditions font fi naturellement li¢es avec la ten-
fon , quil feroit prefque impoffible de réduire la corde a
une telle figure, ou ces deux conditions n’euflent pas lieu.
Deli il eft clair, que la figure initiale peut étre variée a
Iinfini, & qulelle dépend entiérement de notre volonté.
1l eft donc poflible de donner a la corde une telle igure,
qui ne fauroit étre exprimée par aucune équation analiti-
que, comme fi on la tiroit par un mouvement libre de la
main , {ans quaucune loi de continuité y ait lieu.

VL Il n'y a certainement aucun doute, quon ne puifle
imprimer & la corde une rtelle figure, & ou pourtant les
deux conditions prefcrites aient lieu. Pour s en aflurer
mieux , on n'a qua trer de 4a B unehgne courbe quel-
conque 4 M B en obfervant cette feule condition , qu'il
n'y ait nulie part une tangente perpendiculaire a I'axe : alors
en diminuant toutes les appliquées X M quafi a infing
felon un méme rapport, de torte que X3 = « X M,
prenant ¢ pour une fraftion cxtrémement petite , non feu-
lement toutes les appliquées X § deviendront infiniment
petites, mais aufli les tangentes dans tous les points § feront
mfiniment peu inclinées & I'axe A4 5, tout comme les deux
conditions prefcrites Iexigent.

VII. On ne fauroit douter non plus qu’aprés avoir impri-
mé a la corde une telle figure difcontinue ou irreductible
2 aucune équation analitique, la corde étant fubitement
relachée , foit quon lur imprime encere quélque mouvement

Al
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ou 1011, N en recolve un certain mouvement de vibration,

Mais on trouve ict bien des raifons de douter fi dans ces
cas la Théorie eft fuffifante de nous conduirec i une fplu—
tion , puiqu’il femble que I’ar}ali{:e, comme elle a été traitée
jutqu’ici, ne fauroit étre appliquée qu’a fles c.ourbes,. .dont
fa nature peut étre renfermée dans une équation anahn.que.
Mais 1l n' eft pas encore tems de décider cette queftion :
h I'analife et incapable de nous fournir une folutlonA pour
€es a5, nous ne nous en appercevrons que trop tot: &
partant il n'eft pas néceffaire de reftraindre d’abord la que-
ttion -aux feules courbes continues, dont la nature eft ex-
primée par quelque équation.

VIIL. Mais i la Théorie nous conduit a une folution §
génerale, qu'elle s'étend aufli bien i toutes les hgures dif-
continues que continues il faudra avouer , que cette recher-
che nous- ouvre une nouvelle carriére dans ! analife , en
nous mettant en état d appliquer le calcul a des courbes
qui ne font affujerties & aucune loi de continuité , & fi cela
a paru 1mpoflible jufywici, la découverte fera d’autant plus
importante. Or en effer ] a1 remarqué 3 cette occafion ,
que la partie de Ianalife des infinis , & laquelle cette que-
ftion appartient , renferme eflentiellement ce carattere, quielle
reoit des fonftions abfolumens arbitraires , pendant que
de telles fonftions font entiérement bannies de I'analife or-
naire qu'on a cultivée julquici, & qui roule principalement
fur des fon@ions d’ une feyle variable, Mais I’ analife dont
nous avons hefoin ici, soccupe des fontions de deux ou
plufieurs variables: ot cela arrive de bien remarquable,
que chaque intégration introduit dans le calcul une fon&ion
abfolument arbitraire ay Jiey d’ une fimple quantité con-

IX. Aprés avoir réduir Ia corde a une figure quelcon-.
que ASB, on fqppofe communement qu’on la relache fu-
bitemens, fans Juj imprimer aucun mouvement, de Jforte

.
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que dans ce premier inftant tous les élémens de la cordz:
font en repos, ou leur vitefle nulle. Mais il eft poffible
que dans le moment méme, ol I on relache la corde ,
on imprime & chacun de fes élémens un certain mouvement,
dont la diretion doit toujours étre perpendiculaire a I'axe.
Pour tenir compte de cette circonftance on peur décrire
fur P axe 4 B 1 échelle des vitefles initiales 4 ¥ B dont
chaque appliquée X 7~ marque la vitefle , qui aura été im-
primée au point de la corde § felon la direttion § X .
Puifque les extrémités de la corde 4 & B demeurent tou-
jours immobiles , il eft évident que cette courbe 4V B
doit paffer par-les deux termes 4 & B, de méme que la

figure initiale ASB.

SOLUTION DINAMIQUE
DE LA QUESTION.

X. Pofons maintenant la longueur de la corde 48 =a
(fig. 2.) fon poids = P, & la force dont elle eft tendue =T
or prenant une partic quelconque 4 X == x, foit le poids
de cette partie = p, qui marque une fonftion quelconque
de x, afin que la folution s étende a des cordes dont
I’ épaiffeur eft variable. Enfuite pour I’ ¢tar forcé auquel
la corde a été réduite au commencement, foit Iappliquée
XS = 5, & la vitefle qui aura éré imprimée au point
S dans la diretion $¥ foit XV = wu, enforte que «
marque l'efpace parcouru par cette vitefle dans une fecon-
de. Cela pofé on demande quelle figure, & quel mouvement
la corde aura, aprés un tems quelconque écoulé depuis cet
érat initial,

XI. Soit donc écoulé depuis ce commencement un tems
== ¢ fecondes, & fuppofons que la corde ait & préfent la

higure A Y B (fig. 3.), powr laquelle pofons I appliquée



g( ¥ =y, qui répond & la meme abfciffe 4 X = x,
ol au commencement I appliquée ¢toit X§ = s, & il
elt clair que y fera une certaine fonétion tant de l’, ab-
fciffe ¥ que du tems ¢, dont la nature doit étre déter-
minée par Pétat initial, auquel nous fuppofons que la cor-
de a été rédurte. Tout revient donc a trouver cette fon-
ttion y, dont la valeur elle méme nous découvre la figu-

re AV B, & la formule différenticlle (Z—“:) la viteffe du

point ¥ dans le fens XY, de forte que fi le point ¥
- - d
fe meut vers X, {a vitefle ferq = — ;Zt).

XII. Deia il eft évident, que la fontion ¥ que nous
cherchons doit avoir les propriétés fuivantes :

1° Pofant le tems ¢ = o, il faut qu’il devienne y =y,
puifqu’au commencement la corde eft fuppofée avoir eu la
figure donnée 4 S B (fig.2.) dont appliquée répondan-
te a la meme ablciffe 4 X = x vient d étre nemmee
XS = 5.

2° Pofant encore ¢t = o, il faut que la formule diffé-
. 4 : .
rentielle — (Z)—;) devienne = u, puifque « marque la vi-

tefle imriale,, dont le point § aura été pouffé felon la di-
reCtion $ X. Donc fi la corde n'avoit regu aucun mou-
vement au commencement , mais qu'elle eut été fimplement

relachée , 1l faudroit quil fur — (:;—“: ) = o, en fuppo-

fant le tems ¢ = o.

3° Enfuite puifque les deux extrémités 4 & 3 de la
eorde demeurent immobiles , I’ appliquée y doit auffi étre
une telle fonftion des deux variables x & , que pofang
ou *¥ == 0, 08 x==g elle ¥évanouiffe toujours dans un

& l'autre cas; par la méme raifon il faudra que .dans ces deux
a5 la formule de la vitele () v evanouiffs auff,



XHI. Maintenant pour découvrir les forces, dont 1’élg.
ment de la corde en Y eft pouflé a préfent, tirons en ¥
la tangente ¥ T, & pofons I angle qu'elle fair avec laxe
XYT = w, que nous fuppofons &tre infiniment petit,
& puifque en vertu de la tenfion 7T I élément ¥ eft tire
fuivant la dire@ion ¥ T par cette mémé force T, il en r¢-
fulte fuivant la dire@ion ¥ X la force 7 fin. o = T w,
8 fuivant la direftion de l'axe X A4 la force T cof «
= T, qui eft détruite par la tenfion de I autre coté,
d’ oit Pon voit que la tenfion eft par tout la méme. Mais
de Vautre coté, dans élément fuivant, l'angle o devient
@ + dw, & partant I élément Y fera pouflé par la
force T (@ + dw) f{uivant la dire@ion contraire X 7.
Donc puifque I' élément J eft follicité par ces deux for-
ces enfemble , il fera pouflé fuivant la direftion X ¥ par
la force = Tdw.

XIV. Tant que nous envifageons la courbe 4 Y B, le
tems ¢ demeure le méme: donc puifque I'angle XT Y

. . . d
= o eft infiniment petit, mnous aurons & == (_‘% ), &

dd ,
partant dew == dx ( d;t)’ de forte que I’ ¢lément en

¥ eft follicitt dans le fens X¥ par la force morrice

Tdx (?—}—’ ). Or le poids de la partie de la corde AX

xﬂ
ou 4Y a été fuppofé = p, ¢’ ou le poids de élement
en queftion fera == dp, qu exprime en méme tems fa
mafle; donc la force accélératrice dans le fens X ¥ fera

Tdx , dd | _
= — ; ( d:»: ), ou puifque p eft une fontion de x con-

s . eqr . . Tdx
gue par I épaiffeur variable de la corde , laformule VT

dura aufli une valeur connue. Si la corde avoit partout la
méme épaifleur , le poids de towte la longueur 48 =4



8 a
aiant ét¢ pofé = P, nouws aunons e: P =x:p, &

partant o , ou bien la force accélératrice feroit
ap p
__Ta ddy
- P (a'x‘ | ’ ‘ .
XV. Aiant trodvé la force accélératrice de I'élement ¥

dx  dd , N

dans le fens V'Y = Tdx 4 ). Nous n’avons qu’a con-
dp dxt

fidérer le mouvement de ce méme élément. Or alant
déja remarqué (XI) que la vitefle de cet élément dans

d . . .
le fens XV cft = ({7{;) fon accélération dans le méme

ady
Ar
a la force accélératrice. Mais pour obtenir une équation
déterminée puifque nous exprimons le tems ¢ en fecondes,
& la vitefle par I'efpace parcouru dans une feconde, nous
A avons qui mntroduire la hauteur, d ot la gravité faic
tomber les corps dans une feconde. Soit donc cette hau-
teur = g, & la comparaifon de la force accélératrice

avec I accélération nous fournit cette équation :
2T gdx~ ( ddy ) ddy ) |
dl.’i dx — ( dr’’

fens fera = ( qut doit donc étre proportionelle

XVI. Voua donc une équation différentiellc du fecond
dégré de la rélolution de laquelle dépend la détermina-
tion du mouvement de la corde, & ‘tout revient main-
tenant a chercher, quelle fonion des deux variables x
& ¢ doit étre Pappliquée y , afin quelle fatistaffe non feu-
lement a cette équation, - mais quelle renferme aufli les

c%nd;tions marquées ci-deflus (XIL). Or jobferve ici que
21gdx . _ . |
3 eft une certaine fonGion de la feule variable x

fainsv ue le;,fem's‘t y foit compris, & que cette fonftion
dépend de Pépaiffeur de la corde. Mais il encore impoffible
de



.
de réfoudre cette équation en général, quelle que foit la
variabilité de I épaiffeur de la corde , puifqu'ici je n’ ai
pu découvrir que certains cas, dont le nombre eft bien
infini , ou la réfolution réuflit, mais a préfent je me bor-
nerai uniquement aux cordes , dont I'épaifleur eft par rout
la méme , parceque C eft le cas,auquel prefque tous ceux
qui ont traité cette queftion fe font attachés.

Réfolution analitique de la queftion pour le cas,
"ot la corde a partout la méme eépaiffeur.

XVII. Puifque la corde a partout la méme épaifeur,
3 caufe de dx: dp = a: P, notre équation fera
2Tga ddy (ddy)
! (d:r’) BT

ou @ marque lu longueur de la corde , P fon’ poids, &
T la force dont elle eft tendue, la valeur de g érant

) . ., 2Tga

15 = pieds de Rhin; la quantité ——?g—- eft donc condtante,
& exprime une certaine furface, & partant pour abreger
: . 2Tga . ,
je poferai —p— == €c, pour avoir & réfoudre cette
quation | ,
“q (ddy) ddy

c¢C —_— ——

d x* dr

Il eft aifé¢ de trouver une infinité des fonfions des deux
variables x & ¢, qui étant fubftituées au lieu de y fauf-
font A cette équation, & qui rempliflent en mcme tems
la condition qu'il devienne y = o, {oit qu'on pofe == o.
ou x == a.

XVIII. Pour en donner un exemple fuppofons y ==’
e fine mx oof ne, & puilque | |



10

dy : ddy
( *TY == wmcol. mx cof. nty (55 ) = —emm fin. mx cof. nt
ax dx
d dd
(—}—’)::—-unﬁn.mxﬁn. nt,(—-{) =— — ann fin. mx col. n:
dt dt
I équation trouvée exige quil foit mmecc = nn, ou
n = mc; de forte que y ==« fin. mx col. mct, la-
uelle valeur évanouit déja au casou x == o, mals pour
queile évanouiffe auflt au cas o x =a, il faut prendre

ma == iw, oW w marque la périphérie d’'un cercle, dont
le diamétre == 1, & i un nombre entier quelconque,
Voiula donc une folution particuliére .de notre que{hon ren-

fermée dans cette équation :
y == « fmn ff»cof. f—r—-t
a a

XIX. Puifquion peut prendre pour i un nombre entier
quelconque , cette formule fournit une infinité de formules
dont non feulement chacune donne une valeur convenable
a y, mais aufli deux ou plufieurs jointes enfemble. Dol
Ion tire une folution beaucoup plus générale renfermée

dans cette expreflion qu'on peut continuer a [Iinfini:

. Tx Tos 17x 2T
= ¢ fin. — cof. — = B fin. —= cof, —— ~+ &ec.
2 4 a 4
. , . 1Tt . iTey
& puifqu’en écrivant fin, —— au lieu de cof —— on fa-
a a

usfait également aux conditions préfcrites, on peut don-
ner cette folution encore plus générale:
. X Tri AT x 2%¢c2 .
y==ufin.— cofl — 4 @ fin. — = cof, " 4 &e.
4 . a a 2
W Tel Y -,
+¢_I ﬁn.-';- ﬁn.’ T = B/ ﬁn. '——'—x CO‘: l—if . &C-
a "
., XX. Voyons maintenant, quel devroit étre Pétat initial
de la corde, pour que cette formule exprimdt.-le mou-
vement dont, la corde fera agitée dans la fuite. Pour cet
effet nous 0’ avons qu'y pofer ¢ = o , & puifque alors
{L



Il
y devient égale a I appliquée s dans la figure initiale
AS B (fig. 2.) nous aurons pour cette courbe I'équation
qu fuit : | |
» T w
s = a fin. = - Bﬁn.%——f-&-yﬁn. 34—{ + &ec.
a

Or pour les vitefles « qui doivent étre imprimées & tous
' I‘ - - . . ‘ d
les ¢lémens dela corde, puilque u = — (2—2 , en pofant ¢

== o; noms aurons |
oy = I @ fim. Tr__ k¢ B fin. R s ¥ fin.
Y 1 A 4 & a a4
Donc réciproquement toutes les fois qu'on aura imprimé
a la corde une telle figure & un tel mouvement, la va-
| leur de y donnée ci-deflus nous découvrira pour tout tems
| fuivant tant la figure, que le mouvement de la corde.
L XXI. Comme les valeurs de s & de « contiennent une
.~ infinité de termes, il femble qu'elles renferment tous les
E cas poflibles , de forte que quelque figure & quelque
| mouvement , quon ait imprimé a la corde au commen-
cement , ces deux valeurs y puiflent étre ajuftées. Car en
effet on peut toujours déterminer enforte les coéhciens
¢y, B, ¥y & & &, B, 3 &c. que T'nme & lautre des
courbes 488 & AV B pafle par une infinité de points
donngs. Gependant quelque convainquant que paroifle cet
argument , je ne faurois envifager cette folution, que com-
me trés-particuliére ; & cela par la méme raifon, qu'on
regarderoit fort-mal a propos toutes les courbes poflibles
comme renfermées dans cette équation parabolique y = .4
+ Bx 4+ Cx* + Dx? + &c. quot quon puille faire
pafler cette courbe par une infinité de points donnés.
XXII. Je foutiens donc que cette folution quelque ge-
nérale quelle paroiffe,, neft que trés-particuliére , & qu'elle
® épuif¢ point [ étendug de I équation différenticlle dw

3T

b1y

— &ec.
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%’g) == (a—:%) qut renferme la folution
compléte de notre queftion. Pour nous aflurer entiérement
de cette infuffifance, on n’a qua confidérer le cas ol lon
n'auroit ébranlé au commencement qu’une partie de la cor-
de comme A X, le refte B X aiant demeuré dans un
repos parfait. Car pofant cette partie ébranlée == 4, il fau-
droit déterminer en forte les expreflions trouvées pour s &
u, que prenant x =>b elles devinfent = o, & cela pour
toutes les valeurs poffibles entre 4 & a, ce qui eft mani-
feftement impoflible. Ainfi le mouvement,. que la corde
recevra dans ce cas, ne fauroir jamais étre repréfentée par
P expreflion donnée ci-deffus pour I’ appliqué y .

{fecond dégré ¢ ¢ (

Integration compléte de I égquation.

Ady
4 x*

ce ( rRa

XXIIL. Mais pourquoi vodroit-on §* arréter 3 une folu-
tion particuliere & exiger la détermination d’une infinjté
de coéficiens, tandis quon eft en état. d’afligner Pintégra-
le compléte de cette équation, qui doit néceffairement
renfermer tous les cas poflibles, & qu'on peut méme aifé-
ment appliquer a toutes les figures & a tous les mou-
vemens quon .aura imprimés au commencement 3 la cor-
de. Je ‘me tiendrai donc uniquement 3 I’ intégralé complé-
te dg cette équation différendo - différentielle qu’on trouve
exprimée, de cette maniére | .

‘ _yr=r:(x+ct)+A:(x--ct),
ou I': (x — c:) marque une fon&ion quelconque de la
€uantité ooty & A (x-ce) unefontion aufl quel-
conque de Ia quantité % — ¢;. Donc pufque cette ex-
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