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tamen prima elus guafl fandamenta adhuc inter defiderata
fint referenda. Quanquam enim nunc equidern ifia fim-
damenta in lucem protraxifie arbitror , tamen fateri cogor,
ea, quae primaria fant habenda , idoneis, ac vere Geo-
fetricis demonftrationibus adhuc deftitni, quac ideo potis
fimum hic proponenda duxi, vt alios, quibus hoc ftu-
dium curae cordigne eft, excitern ad iftas demonflationes
inneftigandas ; quibus inuentis pullam plane eft dubium 4
quin Stereometrin ad parem perfectionis gradum , atque

Geometria euchatur. ;

DEMONSTRATIO
NONNVLLARVM INSIGNIVM PROPRIETATVM,
QVIBVS SOLIDA HEDRIS PLANIS INCLVSA
: SVNT PRAEDITA.
Auf, L, Eulero.

_ Buemadmodum figurae planse rectilineae , quarum
k. indoles in Geometria inveftigari {olet , certas quas-
dam habent proprietates generales ac notifimas , velutd
- quod numerss angulorum aegualis fit numero laterum ,
et quod fumma angulorum sequalis fit bis tot angulis
reQis | quot funt latera demtis quatitor , ita muper eius-
modi Stereometrise elementa adombrani , in quibus fi-
miles proprictates {olidorum hedris planis incluforum con-
tinentur. Cum enim in Stereometria ea corpora, quie
circum quaque hedris planis terminantur , primum locum
aeque merito occupent , ac fignrae redilineae in Flani-
metria , fen Geometria propiie fic dicta , ita fimilia Ste-
reometriae principia flabilive I mentem venit, €% qui- -
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bus formatio fHlidorum confequatnr |, eorumque  praecis
bue proprietates demonfirari queant. In quo negotio
maxime mirum vifum eft, quod cum Stereometria iam
a tot feculis aeque ac Geometria fit exculta, efustamen
prima quafi elementz adhuc effent incognita , neque guis-
quam in tam longo temporis interuallo Gt inuentus, qui
ea inueftigare , atque in ordinem redigere fit conatus, Hoc
autern lsbore fuscepto , cum plures infignes proprietates,
quae omnibus corporibus hedris planis contentis fimt com-
muges , detexiffem , et quae omnino fimiles videbantrr
earurn’, quae inter elementa figuramm planarum re&ili-
nearam referri {olent , non fine fumma admiratione de-
prehendi , praecipuds earnm  tantopere effe  reconditas,
¥t tim temporis omne fudium in earum demonftratione
eruenda fiuftra impendifiem. Neque etiam ab amicis
in his rebus ‘alids verfatiflimis , quibuscum illas proprie-
tates communicaneram quicquam lominis mihi eft accen-
fm , vnde has demonfirationes defideratas haurire potuis-
fem. Contemplatione enim plurivm corporum genernm
eo fim deductus, vt proprietates , quasin illis deprehena
deram , ad omnia plane corpora patere intellexiffem,
etiamfi id mihi vigida demonflracione oftendere non li-
ceiffet ; ficque iftas proprictates in eam veritatum claffem
referendas cenfebam , quas nobis quidem agnofcere, non
vero demosftrare eflet conceflum. ' .

Solidorem aurem proprietatss generales, quae demon-
firatione adhunc indigent, ab vna pendenr, ita vt fi
hanc demonfirare liceret , cunfta, quae exhibui, Sterec-
metrine  elementa aeque effent firmata | atque elementa
Geometrize. Proprietas vero ifta nondum demonftrata , quae
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plures alias in fe comple@itur , hac continetur propofitione :

In omni folide bedris planis inclufo mumerus angulo-
seum folidorum ona cum tumero bedpavum binavio Juperat
HUmErm. acieruns. .

Hinc aliam deriumi non minns infignem proprie-
tatem omnibus huius generis folidis communem , quag
ita f& habet: |

In omni folido bedris planis inclyfo [fimma omuiuns
angulorum  planorum , quibus anguli folidi  confiituuntur |
acqualis eft quater tob angulis veltis , quot funt anguli fo-
lidi demtis ofo.

Haecque propofitio ita cum praccedente cohaeret, vt
G altera demonfirari poffet , fimul alterius demonfiratio
haberetur ; vade defeltus elementorum Stereometriae, quae
in medium protuli, fupplebitur, i barom duarum pro-
pofitionum alterutrius demonfiratio reperictur.

Cum autemn hoc argnmentum denco perpendiffem,
defideratas harum propofitionum demonftrationes tandem
fom adeptus , ad quas fimili fere modo perueni, quoin
Geometria propofirio ansioga de fumma angolorum figu-
yae cuinsuis re@ilineae demonflrari {olet. - Quemadmo-
dum enim in Geometria figora quaecungue retilinea re-
fecandis continuo angulis tandem ad triangulom reducitur,
ita propofito quocunque folido hedris planisinclufo, ob-
feruani , inde continno angulosifolidos refecari poffe , vt
tandem pyramis triangolaris remaneat, quae cum fis fie
gura inter folida fimpliciffima , ex cognitis eius proprieta- |
tibus hoc modo perfpexi, viciilim ad proprietates omni-
vm folidornm afcendi pofle. In pyramide enim wi-
gomali numerus angulorum folidorum eft = 4., nume-
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ros hedrarum — 4, et numerns acierum — 6 , cuius
duplom 12 dat numerum angulorom planorum , quorem

fumma aequalis. eft 8 angulis rectis.
Sumto quidem puncto quocungue intra folidum, fi

‘inde ad fingulos angulos folidos lineae reQae duciae con-
cipiantur , folidom hoc modo in totidem pyramides di-
videtur , quot-funt hedrae ,  quippe quae fingulae bafes
pyramidum . conflituent , dum earom vertices in illo pun-
¢o voiuntur. Atque hae pyramides, nifi fint triangula-
res, porro facile in trianguolares diffecabuntur.  Verum
hic modus folidum quodeunque in pyramides -triangulares
refoluendi ad praefens inflimemm parum confert 5 alterum
ergo modunt, quo quoduis folidum refecandis fiicceflive
eius apgulis folidis tandem ad pyramidem triangularem

redigitur , hic exponam , vnde deinceps demonftratio

memoratarim propofitionum: facile  concinnabitur.
Similis autem haec operatio eft eins , -qua quaelibet
figura rectilinea , dum eins anguli facceffine refecantur
tandem in triaogolum redigh folet.  Si enim habestur fi-
gurz plana quotcunquelaterum ABCDEFG A, fiabes per
rectam CE wriangolum CDE refecetur , rernanebit figa-
ra ABCEFGA ', cuius numerus anguloram vaitate erit
minor.  3i fam denuo refta CF triangulum CFE re-
fecetur , figura remanebit ABCFGA ; wnde & pOIYo tri-
angulim BCF , tumque triangnfom BGF abfcindatur, re-
Linquetor tandem triangulom A BG. _
Ex hac refolutione facile ambae paimarize figura-
rom planarum proprictates demon{irantur : Sit enim &
gurie ABCDEF G nuprerss laterom — L ,» €t ny-
merus avgulorem = A ; ac fi ducends re@a C E inde
: angnins

TasIIL
Fig 1.
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angulus D vefecetur , fignsee refidune numerys anguiorum
erit = A — 1 ; numerts auterm laterom , quia duo la-
tera C D, et DE funt foblata , eorum autem loco novum |
tatus CE aceefit , erit =— L — 1. Hinc patet , §i denuo
yous angulus  refecetnr ,  numerem angulorum  fore —

A — 2, numeramdue hterum — L —2; awque fi iam

hoc modo # anguli fherint refedi , figurae refidute n-
metos angnloram erit == A —#, et numerus laterum
— L —n Sit iam haec figura iefidua triangolum , erit
A-n—3g, et L—n=3; vade fequitwrfore L. = A,
fou in quavis figura reilinea numernm laterum sequalem
effe numero angulorum,

Deinde fit R sumerns angulorum refortm , qui-
bus omnes apguli figurae propofime ABCDEF G fi-
mul famti font aequales, atque refedto amgulo D, feu
triangulo C D E, ab angulis figurae auferantur tres an-
guli triangei C DE, qui cum sequales fint duobys re-
&is , fomma angolorum  figurae refiduae A BCEF G
aequabitur R — 2 angulis rectis , numero angulorum exi-
flente fam — A — 1. Si denuo angulus refecetnr , vt
pumerus angalorum it — A — 2, eorum famma  erit
— R — 4 redis; atque fi jam # angulos abfciderimmus
vt figurse refiduze numerus angulorum fit == A — n
cornm fumma sequabitur R — 2 # angulis redtis, Sit
nunc ifta figora refidua triangnlum, feu A —n = 3, quia
fumma sognlorum eft == 2 redtis, et R —ep—2 )
inde vero et s A—27==6, a qua, fi ifta acqudo
aufratr, eite A—R=—4, BtR—=2A—4=2L
— 4.: ficque confiat , in quonis polygono furpmam omni-
vm augulorum aequalem effe bis tot angulis rectis , quot
funt latera demtis quatuor. Simili
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Simili igitar modo, quo ex tali figwarum redl-
Binesrum fe@ione doas praecipuas huivsmodi figurarumn
proprietates elicui , pro folidis inuefligationem inftituam
durn omnia folida hedris planis inclofa fucceffua angu-
lorum folidorum refetione tandem ad pyramides tri-
gngulares. fum redu@arns ; quorfum cum Perucnero , mis
mcrus angulorum folidorom , oumerts hedrarom , wumerus
scierumn , et fomma anguloram planorum omyn erunt
cognite, -Quae quo fiant planiora , totam rem fequen~
tibus propofitionibus complectare

pROPOSITIO L PROBLEMA

x.. Propofito folido quocunque bedris planis inelifo
inde datum angulum folidum ita vefecare, vt in Jolide
pefidun mumerss angulorum folidorum onijate fit winor.

SOLVTIO.

Sit © angulus folidus obtrancandus , in quo vosant Fig %
acies AQ, BG, CO, DO, B0, FO, i, vtis
formatus fit ab angulis planis AG B, BGC, COD, DOE,
EOF, FOA, atque pmada A, B, C; D, E, F repraefen-
tent angulos folidos vicinos corporis , qui cum angulo O
cobaerent reftis AQ, BO,CO,DC,EO,FO.  Cum
jam eiusmodi pars a folido abftindi debeat , wt angulus
folidus O inde penites auferatur, reliqui vero ommpes re-
Bnguantur,, neque tamen nouus angulus folidus efformetur,
prima fedtio inflituatur per enguinm quempiam vicinum
B, fecundum planum ABC, donec pertingat ad angulos
A e C, tum ex O fiar e&ioc AOC; quo pacio a fos

Tom. IV. Nou. Com. T . ldo
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fido: refecabitur pyramis. trianghlizig OABC. T cult.
o ad AC applicato. fectio. dirigptur. adi angplun. F pes-
planom: AFC, et ex O alia fe@tio- FOC'fiar, vt fepa-

retur, pyramis. triangularis OACF. Porro fecetur foik.

dum fecundum planum: CDE", et ex G- alia: fedfio. ad.
DF vwsque inftimatur-,, v& hoe modo refcindawr pyras-
mis. triangulariss OCTDE.  Denique: f&¢tio. {Ecundum:
DEE fida refecabit. pyramidern triangularem ODETF 3,
ficque: angulus: olidus ©O. omnino- erit: obtruncatus. , et:
quia: reliqui; anguli’ folidi- manent-,. nullusque. novus. per:
feCiones. fatas. eft. formatus., numerus. anguiorum. {olido~
mm, in. corpore. refiduo. vaitate: erit. diminntus; Q-E. Ee.

COROGLE =

2. Siofidim ipfum fiierit:pyramis teiapgularis; per-Hue=-
snemodi- fe&ionem; tota: remouebitury,, Wt nihil. relinquas-
turs. Verum: quia: hanc. {edtionem: idéo- inflitnimns-,. V€
tandem . ad . pyramidem . trisngyldremncorpus- redocamus-,. {ix
ism fuerit. huiusmodi: pyramis ,, féftione. plane. don. erits
OpUS. .

COROLELE =

g:. Si angylos: folidus: Q7 a: corpore - refécandiis:, , £2
gribus  tantum ; angulis: plinis; formetat:; ; feir- {i: tres- tans-
tum; aciés - in ; eo:; concurrants, , tumy. voica: €&ione. a: cops-
pore - abltindétur;  hocque: modo: vnica: pyramis triangulas-
ris: auferetut.. , ‘ -

CO.RO:LLL. 3.

4+ . 51 angulis: (Glidis: G ax quatuor: angnlis: plindss
formetirs,,
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Hormerur , tefidemque acies .in o ‘concurrant., #tum ad
‘eum abtruncandum duae pyramides triangulares refecari

debent.  Hoc autem «duplici ‘modo fieri poterit ; namFig 3o

«uge pyramides refecandae erunt vel Q ABC et QACD,

wel OABD et OBCD. Ac nifi ;pun&ta A, B, CD

fuesint in -ecodem plane , inde folidum refidunm -duerfam
- dccipiet figuram.

CDODROLL a

8. Si angulss folidus .4 -quingue angulis ‘platiis For
nctur, reftacque in eo cocuntes ad quingue dlios af-
sgulos folidos porrigantur, ‘tum angulus 0 refecabitiir tribus
Pyramidibus triangularibus -abftindendis , hocque quingue
«ivetfis :modis fieri porerit , qui diverfa quogue ‘refidua
Telinquant, nifi quingue-anguli folidi vicini fuerint in codem
plano {iti.

CORD L L. 5.

6. Com gitar ifta voivs anguli folidi refe&io in
guolibet cerporis propofiti angulo fiifelpi queat , eaque
mifi tres tavtom anguli plani ad angulum folidumn formane
dlom concurrant , phibus modis inftei poflit ; patet
guodlibet corpus folidum , nifi fam Ge Pyramis trianggs
taris, pluribus 1moedis wue angulo folide mutila pofe,

COROLL. &

7. Quatcunque ergo corpus propefitum habuert
angulos folides, dum hoc mode eoram mnumerus. contie
wme veitate diminuitor, tandem cum quatuor tantuin st

T e gl
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guli Pfhdt fperfoeriot , id i pyramidem  triangularem

Cent tedadtum , €t quoniAm fingnlae partes’ ablciflas fume

pyramiaes triangnlates ; oo rnodo oW - €OFPUS in pye
yamides trangulares difecabitur, |

SCHOLION -

g. Si in folido propefi0 numerus angulorem  {0-
lidorsm 6t = S, pofiqiam modo indicato vous eortin
fuerit refecins , in £0rpore cefidno  nUEDCIUS  AngUiorm
{olidorum erit — S—1. ln gm dipinugione cum Vis
propofitionis €ONLneatur , €a pluribus  €afibus exceptions
indigere videtur ; & enipn corptis ProOpOGtUm frerit py-
ramis friangularis , refecto vno angulo. fiful tota pyra
mis aufestur , i@, vt mhil relipguatur. Sedtione enim '
G fecundnm -plinem A B C , quod bafin pyromidis
O A BC conftienic  fimul tota pyramis refcinditur. Ve-
sum hoc cafil res ita concipi poteft, ac 6 bafis ABC
relingnatur , quae etfi eft figura plana oulla crafhtic prag-
dita , tamen inftar folidi tribus tantumn angolis  conftantis
fpedari poteft, quod” duas hedras fresque acies habere
cenfendum eft ; referet feilicet prifma triangnlare  altitu
dinis enanefcentis , in quo hedrae laterales in nihilum ab-

‘gant , et bafis fuperior cum fuis angulis in bafin inferio-

e incidat. - Hoc amtem modo ambae fupra memord-
tae folidorym proprietates in filuo manent ; ‘quia exim
numerys angulorum  flidornm hoe cafu fit S—=3, nu-
merus hedrarum  H == 2, et pumers acierum A = 8,
patet , effe S = Ho— A 4~ 2. Tum vero {umma sf-
gulosum planorwm in veraque hedra contentorum asqua-

: ur
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tar 4 angulis redfis, quinumersseft == 4 5 8 Idem
‘guen:t in omnibus pyramidibuy, fi angelus vewmicalis O
inde refecator, vbi tota pyrawmis fimanl collinge .. wnc au-
tem ol bafis velinqui concipienda eft, quae fi fit poly-
gonum #lateram , fpeCaxi poterit inflar folidi, in quo nilt=
merus angulorom iolidorum fit S = »-, pemervs bedrarum
H = 2, et numerus acierum A = % ,. ita. vt denuo fit
S+ H=—A - 2. Deinde cums veraque hedra {it po-
Iygonum # laterum , omnes- angulié il ambabus contenti
aequabuntue 42 -8 —45-8: angulis: rectis , vil alterum
Theorema pofiulat.  Eefi antem Hi‘ eafiis  veritati non
aduerfanter , cammen in: pruefenti negotio” nowr opus: eft ad
eos attendere ; cum enim propofitum fit: omoia. folida ad
pyramides triangulares' reuocare ,, fi. folidum lam  flerit
Hummodi pyramis , refe@ione euiuspiam anguli penitus
erit fuperiedendum ;. fim avtemr fit pyramis bafin. habens
pluorivm. laterum , tum. pom: angulum verticalem , fed
guempiam angulorom ad, bafin: fitorom inde: ablcindi cone
Yeniet ,. qui tribus tantum angulis- planis formantor 5 hoe
modo- lemper poft refetionem pyramis relinguetur ,
cuivs angulornm folidoram: pumerts vno erit minor ,
gquam ante. Atque generatiny quodcungue proponatur {o-
lidum, femper conueniet refectionem incipi ab angulo (G-
lido, qui quam pauciffimis angulis planis fic formatus,
vt femper quiedam folidi portio fit remanfura , dowec
ad pyramidem triangularem pervepiatur. Interim tamen
vis fequentium demonftrationmn ab hac limitatione non
pendet , quippe quam tantum eum in finem adieci, wt
incommodum  appasens non veram suitetur.

Ts ' PROPO-
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PROPOSTITIO I PROBLEMA.

0. Si @ corpare Propofite .angulus quispiem Jolidus
$0do  ante _.eogp@@g rgfieégi:f, ﬁogfe \‘nuﬂffmf zzfggﬁ-zi}wfhm
folidorum wnitgte diminuatur , determinare in.corpove velicio
tam numerum bedvarum , quam mumeruns acicrum o Aleni
Ague furmmam Qi angulorum planoyume.

SOLYTIO

Pro folido propofito fit numerns anguforum ol
dorum =S , nurperss hedramm = B , numerus aciCrum
— A, e omnium angulorum plnorum fumma zequetur

iffig. 2R angulis Tedis. Sit fxm ¥ angulus folidus refecandus,
ita . vt eo refedto in folido relique numerus angulorum
folidorum futnrus fit = S — 1 atque Vo reliquas folidi
.semanentis affeftiones -cognofcamus , ‘contemplemur Primo
fommam sngolorvrn planorum , quam in folido integro
ponimus == R anguls reétis. Primo aatem refectione
anguli ‘G ex computo -apgulornm  planorum egrediontur
.omnes asguli in triangulis A @ B, BOC, COD,
DOE, EOF, e FOGA conenti, quoniam haec
griangula a fuperficie corporis abfCinduntur. Sit 7 pumerus
horum ttiangulerum , feu angulorum vicinorum A, B, C,

B, etc 3 atque fumma angulorum abiatorum erit — 2 7 an-

golis rectis. At abfciffis his wriangulis -eorum doco fuper-

ficies corporis 1am terminabitur triangulis A BC ,ACF,
CFD, e DFE, quorum namerus illo eft binario
miaor | ideoque == # — 2. Cum nunc horum triangulo-

qum angali foperaccedant, eorumque fumra fit ==

228 — 4 angulis yedis, smanifeftum €ff, per refectionem

. anguli

W
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angnli- folidi’ O fimmam- angworum planorums. R primies
mmminoi: 2 angulis re@is , tum. vero. wernm.  augerit
2 72— 4 angualis-rectis,, ex. quo. diminutio erit 4. angs
rect.. Hine. in: folido. refiduo fimma. omninm. angulorum:
planorum. aequabiter K. — 4. rectis , ficque.quouis angulo D=
lide- refectos fumma. omnium. angwlorum. planorom dimis-
nuitur. guatuor: angulis: rectis..
Si: omues- hedrae. in @. concuzrentes flerine tifangu—-
Ia., abfeifhone anguli. O nn@cae iftac. hedrae. tefecantur.,,
guarum. mmerns fi dicatur. # 5, hine numerns hcdrarum
H. diminuctur. numero: 7.5 at. loco harum hedrarum no--
vae. ¢x. fedone. ortae’ hedrae’ triangulares. in. fuperficie:
corporis.apparebunt., fcilicet ABC., ACF-, CED, BEE,,
gmarum mumerns eft’ — » —2;, hine. nnmcrus hedra.rum,:..
qui. ante. erat. H',. nunc erit I—l. n— (#-2)==H-~- 2.
Verim fi: eveniat., vt. horum triangulornm. duc: plurane:
in. eodem . plno fint fita , veluti § triangnla ABC, et ACE-
fint' in: eodem plano: conftituea;, ea. jam-non. dnas., . fed:
vnicam Dedram: quadtilateram . exhibers. cenfentus., itive:
numezns. hedrarum. futorus fit . == H.— 375 acfi-huns modi:
duarum. hedrarom in: idem planum. incidentia b vicibus:
occurrat.,  pumerns. hedesamion: eritt — H'- 20~ gt At
fi’ hedrarum . in: O’concurrentium: non: omnes fisrint. tri-
angulares, . fed . vna: velud! A O.F QP pluribus: lateribus-
conftet , manifettum: eft, . reE&ione: trianguli: AYQLF- non:
totam - hedram - anferri ,, fed: partem: rehquam AF QP
etiam npune. in cenﬁlm hedrarum ingredi . i numerus -
hedraram - erit: — Hi~—2:— = 13 atque- ﬁ inter. hedras
in+0: coeuntes - reperiantue: v+ hedﬁ{e non : triangelizes, nue
merus: hedrarums reliquarum: eit: == H — 2'— gyt vy
: Fro»

=
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Pro numero acierum,, guac pofl refetionem  anguli @
fupererunt , inneftigando , POAAMUS PriMe vt ante , Omues
hedeas in O conuenientes efe frianguia 5 ac primo  qui-
dem ex acierum numero recedent acies OA, OB,
0C, 0D, eic. quarum numemus <t —#, eium
vero loco de nouo accedent acies AC, CF, FD,
QuArNM DUINCINS et = u— 3 ; ficque acierwm BUIEINS
erit — A - ~—(n—-3)=A—3, i qudern nouaec
hedrae A B C, ACF, etc. fuerint inuicem inclinatae <
At i duae earum ABC, et ACF in eodem plano
fint fitae , vt vnicam hedram conflituere cenfeantur, €ta.
nefeet acies A C, -eritque aclertyn numMeras A-g-1:
ac f buimsmodi duarvm hedrarnm in idem planum inci-
dentia @ vicbus occurrat, ¥t anie pofiimus , numers

gcierum erit — A -3 - & Deinde fi quaepiam hedra-
rum angalum O formantiom mon Gt trigonalis , videlicet

hedra AGFQP , tm abfciffione trianguli AOF noua
mcies exittit AF, guae aote non aderat, vide mumerns
acierum hoc cafi vnitate augebitur. Ac i, Vi ante po-

faimps , inter hedras inO coeuntes y hedrae non triafi-

gulares reperiantar , numeras acierum in COTIPOre Propo-
pofito poft refectionem anguli C erit = A -3 = g+

cum ante fuiffst = A. Q. E. L

COROCLIL z. . ‘
ro. Quod fi ergo folidum hedrie planis  inclufam
yno angulo folido mutiletur , vt angulorum folidorum

pumerus nune Gt — S~ ¥, cum ante effet =S, fam-

ma omnium anguloram planoram diminuitir quatuor ane

cgulis redis, fen cum ante fuifier =K angulis rechis, punc

exit == R — 4 angulis rectis. COROLL.
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COROLL =
f1. Com oumerss hedrarum , qui ante erat —=H,
monc poft detrancationem aogull O it = H - 2 — p =4 v,
patet, feri poﬁ'c , vt numerus hedrarum malor ﬁunddt , 1d
quod enepiet, {fty>a-+ g, vbi o etw eos obtinent
valores , «qui in folutione funt affigoati.
COROLL s .
x2, Idem patet suenire pofle in numero aclerum,
qui cum ante mutilationem angeli O efer— A , Bunc re-
pertos - eft —A-3 -pv; qui pumerus illo malor eft, fiv > 3
~p+; hoe ergo caflt muleo magls numerus hedrarum Augetur.
S COROLL a4
3. Cum in expreffiontbus H-2—-p—-y, et A—
F~p—t-v litterae p et ¥ idew fignificent, pater, de-
crementum numeti acierum A vnitate maius efle , quam
decrementum numeri hedrarum. Ita i nomerus hedrarom
poft obtruncationem wnius anguli folidi fiat—=H - &, nume-
Tus acierum fict—A-n- 1. _
COROLL s,

Lq. Hince ©1go differentia inter nuwmerum hedraruma
et numerum aciersm , quae initio erat — A — H, mme
poft remotionern voius apguli folidi erit = A -H - 1.
Haec fcilicet differentia fmper wnitate fit minor, vicun-
que corpus satione litterarum g et v fierit comparatum.

SCHOLIODM. _

15. Ex his iam facillime Theorematum fupra me-.

moratorum  demoniirationes coacinnare  licebit , quse
uls re inferiores fint demonfirationibus in  Geometria
Tom. 1V. Nog. Com. v _ vhitatis
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wfitatis, nifi quod hic ob folidorum indolem plus imagi-
petioni fit tribuendum , fiquidem folida fuper plano de-
pingantur : at fi huiusmod: figurae corporeae formarentur
omnja aeque clara effent furura,  Ceterum quae in fo-
lutione iftius problematis affumf, per & font manifefiag
fi enim habeatur poiygorum ABC DEF, 2 lateribus
terminatum , leviter attendenti mox patebit , fiea figara
diagonalibus ducendis in triangula diffecetur, numerom
horum tiangulorum fore — #— 2, numeramque diago-
nalium hoc moedo dudarum —=# — 8 : quadrilatersm
enim vna diagonaliin dua triangula , pentagonum duabus
diagonalibus in tria triangula, et hexagonum tribus dia-
gonalibus in quatuor triangula difpertitur, et ita portC.

PROPOSITIOIIL. THEOREMA..

x6. In omni folido bedvis plavis inclufo furmme onmis
um angulorums  planorum , qui in  eius bedris ﬁciﬁunﬁ .
aequalis eff guater tot angulis vellis , quot funt anguli fo
fidi , demstis ofto  few fi numerus amgulorum folidorum fit
=S, fumma ommium angulorurs planorum aequatur 49
~ 8 angulis reliis.

DEMONSTRATIO.

In folido guocungue fit numerus angulorum folido-
gam = S, fimma aurem omoium asgulornm planorum
aequetur R angulis re&is, ira vt demonfirui oporteat,
efle R = 4 S — 8. Iam modo ante indicatd abfcindatur
a folido vous angulus folidus, vt numerns angolorum
folidorum , quos habebit , fit = § -3, et fumma angu~

' ' lorutmn
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forom planorum erit —R ~ 4 angulis redtis. Si -denuo -

angulus folidus refecetur , vt religuorum pomerus fit §
=2, angulotan planorum famma erit — R — § , atque
ita pergendo patebit, pro quouis angulernm  folidorum

numero fummam ombinm angplornm planorum fore s T

gabella fequens indicat,

Numerus angulorum | Summa omnium 4
folidorum angulorum planorom
S R angulis redis
S~z R~ 4
S—2 R—8
S—3  Re-rxa
S—un" R -4»

Cum igitur hac continna mutilatione  pervenerimug
ad S — # augulos folidos, fumma anguloram planorum
erit — R — 4 # angulis. re@is. At hoc modo tandem
pervenietur ad 4 angulos {olidos , quo cafi corpus st ibig
in pyramidem triangularem , in qua conflat, fammam
omninm  angulorum - planorum  effe aequalern 8 angulis
gectis : hoceft, fifit S — # — 4., erif R~4n=38,feu
R=—4n4 8 At inde eft = S—4, quo valore
hic fatfitato fiet R = 4.8 — 16 4- g — 45— 8, ita vt
in guowis folido fumma angulorum planorum  aequetur
quater tor angulis redtis, quot funt anguli (olidi demtis
o&e. Q. E. D

Va o SCHOLION
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SCHOLION.
‘_ 7, Quanquams alterum Theorema s ab hoc pen-
det, vt aum hoc fierit demonflratum ,, fironl lins veritas
{it emﬁ.l , . tamen ex problemate prt.emﬂo- etiam alterius:
Theorematis demonftratic confici poteft fequenti modo,
PROPOSITIO IV. THEQREMA.
£ 8. I omni [foiids bedris planis inchfy numerus bes

drnytin VRa clUmt UMEPS ARTHIOTLN jo!zdamzz binarie ex«
Gedis numnerum acierum.

DEMONSTRATIO.
Sit in flide quocangue propofito &
numerys. angplorum folidorm =— 5
pwmems hedimrm - - - H
WUTEErus: geierims e - &
atque ante vidimus ,, i refectione vynius angufi Ol no-
merns S vnitate mmuatu;:, vt fit $— ., m differen-

\ H

tam inter numerum acierum et murnermm hedrarum. fiz-
teram efle =— A —H~— z. Continuatz ergo hac mutilatione

& numerns angniornne - | Feceffus numeri acierunt
folidorem: it * fuper mumerwny hedraruny
U eri
S - A--H :
S—x A—-H-—yx
S— PA-H—2
5-g j A — H —

.
H .
i .

o
»

S -n ﬂ A— H“?E‘

a3 oo

Quando
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Quando: ergo hoc modo ad pyramidens trianguiarem
deuenietur. , in qux numerus angulorum  {olidorum  eft
= 4, numerus hedrarum — 4, et numerys aclerum = 6,
ita vt exceffias numeri acierumy fupra numerum hedrarume
fitwrus. it — 2 ecuidens eft, G fiat S —n— 4, fore
A—H-—n—=z Knde ergo eff #=S5— 4, hinc veron = A
—H — 2 ficque hubety S—gp = A —~H — 2, s HA4-S
i= A+ 2y vode conflar, fo cmai folido hedrs planis
inclnfo: numrerony  hedrarum: H vog cumy numero angulos
rrm folidoruny S binarior fuperare pumernin acieruas &,
Q,_-., Ep- Da—

SCHOLICGHN

rg. Demonflratic ergo his Theorematiiius*- , elernenta
Stereometrize , quae ante aliguod tempus: explicant, fir~
mifimis demontizationibus funt munita, ita vt elementis
Geometrize nihil plane concedant. Verum primsg tantuny
Stereoweirias elementy fic in mediume auulife fateor
quibus haec (tientia viterius excelends foperfived debeat o
guippe quae plurimas pracclaras corporurn affeftiones im
fe compleditur, quas adbuc omning ignoramus.  Com
qitery cuiwque {olidé propofiti {oliditas quaeri foleat, co=
ronidis foco moduny tradam | {oliditatem cafnsuis pyremidis
triangularts fnvepiendi 3 cum emimy pundto quocunque intrg
folidur bedsis planis fucliforr effomto, folidenr in tot
pyramides refoluatur, guotr habet hedras,, dumn quaelxbct
Bedra bafin pyramidis conﬁfstt it quaems antem pyramis,
cufus bafis non eft trizngularis , ficile in pyramides tri-
angulares refoluatus | fu_ﬁar, , pyramidis triangoiaris OlidE-
taeemy muﬁmﬁ"g Qhap CHIG. GhLm‘atm & ba fis per tertiame
¥ 3 pRY e mD




Fig. 5.
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partem altitudinis multiplicetur , ofiendam, quem ad mo-
dum, fi latera pyramidis foerint data, ex iis foliditas definini
queat ; perinde ac area trianguli ex datis tobus lateribus

Geterminari folet.

PROPOSITIO V. PROBLEMA..

20. Datis fex lateribus feu dciebus pyramidis fri-
angrlaris , eius foliditatem inuenive.

SOLVTIOo.

Sit A BC D pyramidis triangularfs , coius bafis tri-
angulum A B C, et vertex DD ac ponantuy eius latera :
AB=a,AC=5,BC=¢, ADD=4d ,ED=¢,CD=f.
Jam in hedris ADB, et ADC ex D ad bafes oppofi-
tas demittantur perpendicula D P, et D Q, et in bafi
A BC ex punctis P, et Q educantur ad latera A B, et
A C normales PO, et QO fe mutno fecantes in O,
erit re®a D O perpendicnlaris ex  vertice DD in bafin
A BC, wvnde foliditas pyramidis erit — 3 D Ox aream
ABC;at duGa AQ, erit DO=V(AD-AQ%) =
'?/(AD’-—AP*-—PO’), Tam ex elementis Geometrige con-
flat, effe, AP = 28E20 20 o A Q- Boediff
Hinc produdta QO in S, fi apgulus BAC vocetur
—a,eit QS==AQung e, e AS= cg‘% , hinc
PS._qu —AP AtcomfitQS:AQ: AS=PS:F0:08,

AQ, Ps PSS __ AT AP ——
@llt P 0 -— Qs - mng.a = fin. & ™ fangea * fcu’ P 0

AQ—APcofla —. AS.PS ___ PS __
e 3} wm vero O S5 = Ty “jma—

Jm:@?&,a "-ﬁ:,ﬁ, ideoque Q O =Q S—0 S = A Q tang. &
. ' : = AQ
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> et [ o = Jine o
AP 4 AQF e » AP LA Qoof, . f__
- PO == + 0“',-1,,, = Rt = ideoque DO = -
AD fine o e AP AQY 2 AP,AQCH & .
frea Tis o Y2 YVerum area trian-

guli ABC eft = ;ab fin.a, ex quoerit Oliditas Py«
ramidis = $25V(A D"in 2 - AP -AQ 42 APAQ.colla)=

V([ aabiddlin o’~6h (aa+dd-se) ~Laa(bhtdd-F)

~+ias(aa-~dd-ze)(bb+4dd ~ffycof . - Deinde
: . 55— .

ex trinngulo A BC eft cofamm 253=00 jdeaque

fin.a’ =1 - iy (@a—+bb-c¢)', quibus valoribus fib-

Ritutis prodibit folidieas pyramidis - : .

vy guabbdd—dd{aa-{-bﬁ—cc)z_b.b(aa+dd-—ee)’«ua(Eb-l—dc!—fff’)

s V| {224 bbmtc ) (2at-dd —ee) (bboiddm fF) ,

quae terminis euolutis in fequentern abit formam :

aaccdd+aabbee+aabbff+aaddff+bbccdd.{.bbddee
.i!z-’l-/ aaccff-aaceffd-bbccees-bbeeff = coddee vp coddff
—tabbtce—aaddee—bbddff—cceeff
— o ff—apgft—btee —bbetmctdd—ceds

quae adhuc commodius ita exhiberi. poffe videtur

4 d0ff{bbderc-dd-ee}—aafflaafflmaabbce

x a/ +bbee(qa+cc'+dd+f_f)—bbee(bb-}-ee)..-.aaddee

w3 +f:;dd[aa+bb-;-ee+ff]-—ccd.d(cc,—.-g-dd)—-bbddff
) ~—cceeff

Sicque ex Vatis £x lateribus «, &, ¢, d, e, f pyramidis
triangulatis eins foliditas definiur. Q. E. 1.
7 SCHOLION I .
21. Quo ratio » gua in hac expreffione latera «,
$,¢,d e, f inter f&combinantur, clarins pexfpiciatur ,
nowtandum eft, ex iis quatuor formaxi triangala , fcilicet
A ABC conftat lateribus @, 4, ¢
AABD - - . - g,d,e
AACD -~ - - - 3,4,f
ABCD
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ABCD - - - =~ ¢£,2,f

- wnde patet , latus 4 cum fogulis reliquorum od trianguls

conftituenda concurrers , practer quam cum latere f, quam-
ob rem haec laters « er F disiondia appellabo , quia ja-
ger (& son fupguotur ; fimili modo latera & €t ¢ erunt
distundta, itemque laterz ¢ et 4.

Occurrunt ergo poft fignum radiesle primo termini
ex lateribus disiunGis formati g e ff, bbee,ccdd,
qui fun¢ maltiplicati per fummam guedratorum  reliquo-
rum , deinde iidem termini negative fumti muolplican-
ur per fummam fiomum quadratorum , hincque denique
fubsrahuntur produéta ex quadratis ternoram laternm cuius
que trianguli, : '

SCHOLIOMN o ,

22. Formula gquogue pro foliditate pyramidis in-
veniri poteft aliynanto fimplicior , fi-~tria tanmm ldtera
in vno angulo folido cosunta . dantur, yna <uin angulis
planis , quos ibi conftituane. - :

Sint enim tria latera in angulo f@lido A coenntis

AB=—a, AC=h, AD=d
deinde apguli plani: . _ '
BAC=p; BAD=—yg; CAD=r.
Atgue ex his foliditas pyrzmidis eric -
3 abdV (x-cof.p’-rof. 4" —col.#” 2 col p.col g.colr)
guae reducitor ad formam fequentem :
Sub AV fin, BRI gy b A E gy ok d gy SRR,

ynde patet, ¥t srea prodeat realis , trinm angulorom
planotum p, g, €t 7, in angulo quouls folido coeun-~
tiom bings fimui famtos tertio maiores effe debere.

DE MO-
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