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‘Vorwort des Uebersetzers.

—_————— !

Meisterwerke iiben ihren Einfluss avf die Forthildung der Wissen-
schaft nicht allein  durch die in ihnen niedergelegten Resultate dos
forschenden Geistes, cs lebt in ihnen eine schopferische Kraft, die, nie er-
sterbend, immer neus Keiine weokt und fort und fort bis in die spiite
- Ferne hinaus edle Friichte zeitigh. Derartige Geistesproducte, wenn sie
~ selten werden, in ihf@r gapzen Hilie ohne Unterlass von Nenem weiteren
Kreisen zugéinglich zu machen, halte ich fiir kein nutzloses Beginnen.
_Eben dem Zwecke sdll auch die Herausgabe der vorliegenden, ginzlich
neuen Uehersetzung! des ersten Teils von Buler’s slatroductio n
Analysin infinitorum®  dienen. Dieses durch den Reichtum seines
Inhalts, durch die Feinheit der Methoded und durch die ausserordentliche
Klarheit und Priicisién der Darstellung ausgezeichnete, in arithmetischer
Weise aufgebaute Werk, welches weite Perspectiven erdffoet, ist hent-
zutage, trotadem oder vielleicht gerade weil fast alle neueren Lehr-
- bticher aus ihm als aus einer nie versiegenden Quelle schopfen, schon
halb in Vergessenheit geraten; und dies ist um so mehr zu bedavern,
als sich dem Anscheine nach die Erkenntnis geltend macht, dass eine
schirfere Béstimmung der Begriffe auch eine weitere “Entwicklung der
Analysis mit Euler’schen Reminiscenzen auf rein arithmetischer
Grundlage erméglichen diirfte.

Bei dieser Uebersetzung habe ich mich nicht allzu idngstlich an
den Buchstaben gebunden, gleichwohl bin ich bestrebt gewesen, in den
Geist des Originals ' einzedringen und bei getrener Wiedergabe des
Sinnes auch die Einfachheit und Klarheit ‘seiner Sprache zum Ausdrock
mo bringen. Ja es ist vielleicht die Ushersichtlichkeit iiber das Ganze
und das Verstiindniss dos Einzelnen noch* dadurch erlejchtert worden,
dass ich in jedem Paragraphen die den Inhalt charakterisirenden Worte
durch den Druck hervorgehoben habe. An dem FEuler’schen Werke
‘jrgendwelche Kritik zu iiben, lag indessen nicht in der Absicht, wes~
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halh erliuternde oder erginzende Anmerkungen ‘selbst an den Siellen
nicht hinzugefiigt wurden, an welchen dasselbe vom heu‘ti'gen Stand-
punkte der Wissenschaft aus Liicken aufweist. Die zahlreichen Drun.:k—
fehler, welohe sich im Originale vorfinden, hahe ich, sobald sie sich
nur als- solche ausgewiesen, verbessert, und diirften die Rechnungen
und Formeln der Uehersetzung, zumal auch auf die Durchsicht des
Druckes die grosste Sorgfalt verwendet worden ist, als correct zu be-

zeichnen sein.

Berlin, October 1884.

H. Maser.

Vorwort des Verfassers.

U W

Der grosste ‘Teil der Schwierigkeiten, mit denen gewdhnlich die
Jtinger der mathematischen Wissenschaft bei der Erlernung der Analysis
des Unendlichen %Lu kiimpfen hahen, hat nach meiner Lrfahrung darin
seinen Grund, dass man sich hereits an jene hihere Kunst heranwagt,

~ bevor man noch reght die niedere Algebra sich angeeignet hat. Dies hat

zur Folge, nieht nur, dass man gewissermassen an der Schwells stehen
bleibt, sondern auch, dass sich von dem Begriffe des Unendlichen ganz

verkehrte Ansicht?n herausbilden. Nun, setat zwar die Analysis des Un-
endlicken nicht gerade eine vollkommene Kenntnis der niederen Algebra

und aller ihrer bisher gefundenen Kunstgriffe voraus; indessen giebt

es in letzterer dogh so manche Fragen, deren griindliche Beantwortung _
den Anfinger auff jene hohere Wissenschaft vorzubereiten geeignet ist,
und die trotzdem lin den - gew&hulicheren Lehrbiichern der Algebra ent-

_weder ganz und gar ibergangen oder doch nur obenhin behandelt

werden. Was ich in dem vorliegenden Werke zusammengestellt habe,
dirfte dem erwibnten Mangel, wie ich glaube, vollstéindig abzuhelfen
im Stande sein. |Denn ich habe nicht nur das, was die Analysis
des Unendlichen durchaus voraussetzen muss, zwar weitlinfiger aber

 strenger, als dies gewdhnlich geschieht, zu begriinden gesucht, sondern
"anch viele Fragen erledigt, durch welche der Lesel mit dem Begriff

des Udendlichen esllmihlich und, ohne es selbst zu merken, vertrant

© wird. Teberdies habe ich, um die grosse Usbereinstimmung der beiden
- Wege leichter kenntlich zu machen, mehrere Gegenstéinde, die man sonst
: in der Analysis des Unendlichen zu behandeln pflegt, nach den Regeln

mtersncht, welche die niedere Algebra an die Hand giaht.
Ich habe diefes Werk in zwei Teile geteilt und in dem ersten

- alles das zusammengefasst, was zur reinen Analysis geldrt, in
dem zweiten dagegen alles Wissenswerte aus der Geometrie mit-
.geteilt, da man die Analysis des Unendlichen gewdhnlich so vortrigt,
‘dass man zugleich die Anwendung derselben auf die Geometrie zeigt.
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In beiden Teilen habe ich jedech die ersten Anfangsgriinde unbertick-
sichtigt gelassen und nur das entwickeln zu miissen geglaubt, was man
anderwiirts entwader gar nicht oder in nicht so bequemer Weise oder
endlich anf anderm Wege abgeleitet findet.

" Wihrend also die gesamte Analysis des Unendlichen von
den verinderlichen Zahlgréssen und deren Functionen handelt,
nehme ich im ersten Teile hauptsichlich die Functionen zum Gegen-
stande einer ausfiibrlicheren Untersuchung und zeige, wie man dieselben
umformen, zerlegen und in unendliche Reihen entwickeln
kann. Teh zihle mehrere Arten von Functionen auf, die in der hiheren
Analysis- eine besonders wichtige Rolle spielen, uud unterscheide da
zuerst die algebraischen und transcendenten Functionen, von
denen jene nur mittelst der in der niederen Algebra gebréuch-
lichen Rechnungsarten aus den verdnderlichen Zahlgrissen gebildet
werden, diese aber entweder mittelst der andern Rechnungs-
arten entstehen, oder nur durch unendlichoftmalige Wiederholung
der algebraischen Operationen sich darstellen lassen. Die alge-
braischen Fonctionen zerfallen ihrerseits wieder in rationale und
irrationale. Erstere lassen sich, was fir die Integralrechnung von
ganz besonderer Bedeutung ist, in Factoren und in Partialbriiche
zerlegen; letztere kénnen mitunter durch zweckmissige Substitutionen
auf eine rationale Form gebracht werden. Die Entwicklung in un-
endliche Reihen aber ist fiir beide Arten von Functionen
in gleicher Weise méglich und kann anch hiufig auf trans-
cendente Functionen mit grossem Vorteil angewandt werden.
Ja es hat bekanntlich gerade durch die Lehre von den un-
endlichen Reihen die héhere Analysis sehr bedéutende Er-
weiterungen erfahren. In einigen weiteren Capiteln habe ich
die Eigenschaften mehrerer unendlichen Reihen und deren
Summen ermittelt, was bei vielen derselben ohne Hilfe der Analysis
des Unendlichen geradezu unméglich sein diirfte. Hierau gehiren z. B.
die Reihen, deren Summen sich dorch Logarithmen oder durch Kreis-
bogen ausdriicken lagsen. Diese Grossen werden gewGhnlich, da sie
transcendent sind, nimlich aus der Quadratur der Hyperbel und des
Kreises erhalten werden, erst in der Analysis des Unendlichen behandelt.
Indessen erhalte ich, indem ich von den Potenzen zu den Exponential-
arissen, welches ja nur Potenzen mit verinderlichen Exponenten sind,
fortschreite, den fruchtbaren Begriff der Logarithmen in der
atiirlichsten Weise durch Umkehrung der Exponentialgréssen.
Auf ciesem Wege ergiebt sich nicht allein der ausserordentliche Nutzen

~werden  konnen,
_sehwierigsten Untersuchungen erwichst, lassen nicht allein mehrere
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der Logarithmen ganz von selbst, sondern man erhiilt so zu gleicher
Zeit simtliche unendhche Reihen, durch die man diese Grossen ge-
~wohnlich darstellt, Ebenso lelcht folgt darans ein Verfahren, loga-
rithmische Tafeln a,nzufertlgeu In analoger Weise betrachte 1ch anch
~die Kreisbogen; denn obwohl diese Art von Zahlgrissen von
den Logarithmen selhr wesentlich verschieden sind, so stehen
sie andererseits mit denselben wieder in so engem Zu-
sammenhange, dass die einen, wenn sie imaginir werden,
in die andern iibergehen. Nach einigen Wiederholungen aus der
Trigonometrie, die Darstellung der Sinus und Cosinus vielfacher Bogen
betreffend, driicke ich mittelst des Sinus und Cosinus eines beliebigen
Bogens den Sinus umd Cosinus eines sehr kleinen und gleichsam ver-
- schwindenden Boﬂons aus und komme gerade dadurch zun unendlichen
Reihen. Da namlich der Sirns eines verschwindenden Bogens gleich
diesemn Bogen, dcr Cosinus dagegen gleich dem Halbmesser des Kreises
ist, so kann man !hlelnach jeden beliebigen Bogen ebenso wie seinen
Sinus und Cosinug mittelst unendlicher Reihen darstellen. Auf diese
Weise erhalte ich|so mannigfaltize Ausdriicke in endlicher und un-
endlicher Form :['u1 diese Art von Grissen, dass man zur Erforschung

“ilrer eigentlichen ,Na,tur die Inﬁmtesmalrechnung ferner wnicht mehr
nitig. hat, Ebenso[ nun wie die Logarithmen ein eigentiimliches

Rechnuungsverfdhren erheischen, welches in der gesamten Analysis
in ausgedehntester’ Weise zur Anwendung lkommt, so habe ich auch
fir die Kreisfunctionen cin bestimmtes Rechnungsverfahren angegeben,

‘mittelst dessen dieselben bei Rechnungen ebenso bequem wic die

[

Logarithmen und ]selbst wie die algebraischen Gréssen angewendet

i Welcher Vorteil daraus fiir die Erledigung der

. . fs . : s
Capitel dieses Buches deutlich erkennen, sondern wir kénnten aus der

‘Avalysis des Unepdlichen noeh sehr viele Beispiele dafiir anfiihren,

‘wenn dieselben nicht schon hinreichend bekannt wiren und von Tag
an Tag immer zablreicher wiirden. Ein vorziigliches Hiilfsmitiel ge-

- wihrt diese Erﬁuc@ung aber bei der Zerlegung der gebrochenen
Functionen in reelle Factoren, Da dies in der Integralrechnung
-ein nieht zn umgehendes Greschiilt ist, so Labe ich mich dariiber etwas
‘ausfiihrlicher ansgelassen. Sodann untersuche ich die aus der Ent-

wicklung soleher Functionen entspringenden unendlichen Reihen, welche
unter dem Namen der rekurrenten Reihen bekannt sind, genauer
und' finde dabei nicht nur ihre Summen, sondern auch die all-

‘gemeinen Glieder und andere bemerkenswerte Eigenschaften
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derselben. So¢ wie pun hierzu die Zerlegung in TFactoren die Ver-
anlassung gab, zeige ich nun auch wmgekehrt, wie man die Producte
aus mehreren, ja aus unendlich vielen Factoren in unendliche Reihen
entwickeln kénne. Diese Untersuchung bahnt nicht nur den Weg zur
Entdeckung unzshlig vieler unendlicher Reihen, sondern man findet
auch, da man auf diese Weise eine Reihe in ein unendliches Product
verwandeln konpte, sehr bequeme A usdriicke, um die Logarithmen
der Sinus, Cosinus und Tangenten auf die leichfeste Weise
numeriseh zu berechnen. Ausserdem aber leite ich aus derselben
Quelle die Lisung vieler, die Zerlegung der Zahlen in Teile be-
treffenden Aufgaben her, die ohne dieses Hillfsmittel wohl die
Krifte der Analysis iibersteigen diiriten.

Dieser fiberreiche Stoff hitte ausgereicht, um mehrele Binde damif
anzufiillen; ich habe indessen Alles so kurz und biindig vorgetragen,
dass zwar die eigentliche Grundlage desselben tiberall ganz klar her-
vortzitt, dass aber auch dem Fleisse der Leser manches zur weiteren
Ausfilhrung iiberlassen Dbleibt, wodurch sie ihre Krifte fiben und das
Gebiet der Analysis erweitern kinnen. Im Uebrigen glaube ich sagen
an diirfen, dass dieses Buch nicht allein® manches vollstindig Neue
enthilt, sondern dass es auch die Quellen amfdeckt, aus denen man
noch sehr viele merkwiirdige Entdeckungen wird ableiten kénnen.

Denselben Weg habe ich in dem zweiten Teile verfolgt, in
welchem jch Alles, was man gewdhnlich zur hiheren Geometrie rechnet,
behandelt habe. Bevor ich jedoch von den Kegelschnitlen, die sonst
an dieser Stelle fast allein in Betracht gezogen werden, handle, gebe
ich die Theorie der krummen Linien iiberhaupt, so dass man die-
selpen dann mit Vorteil bei der Erforschung der Natur irgend einer
besonderen krummen Linie verwenden kann. Dazu hranche ich kein
anderes Hiilfsmittel, als die Gleichung; durch welche sich eine jede
kiumme Linic davstellen lisst, indem ich zeige, wie man aus dieser
sowoll die Gestalt als die vorsiiglichsten Eigenschaften derselben ab-
leiten kaun. Dies glaubte ich hauptsiichlich an den Kegelschnitten
erlintern zu missen, da man dieselben friher entweder auf rein
geometrischemn  Wege, oder, wenn analytisch, doch in sehr unvoll-
kommener und wenig naturgemisser Weise behandelt hat. Aus der
allgemeinen Gleichung fir die Linien zweiter Ordnung entwickle ich
zunichst deren al]gememe Eigenschaften und teile sie daranf mit Riick-
sicht darauf, ob sie ins Unendliche fortlaufende Zweige haben
oder gans im Endlichen liegen, in Klassen oder Arten ein. Tm
ersten Talle muss man wieder beachten, wie viele Zweige ins Un-
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endliche gehen w#nd von welcher Beschaffenheit die einzelnen
Zweige sind, ob diese gerade Linien als Asymptoten haben oder nicht.
Auf diese Weise erhalte ick die drei gewshnlichen Arien der Kepel-
schnitte, nimlich: die D]hpse die ganz im' Endlichen verliuft, die
Hyperbel, welche vier ins Unendliche sich erstreckendo und, zwel
geraden Linjen asymptotlsch sich nihernde, Zweige besitst, und die
Parabel, die nur, zwei ins Unendliche fmtgehende Zweige, aher Leine
: Asymptoten hat. -In #hnlicher Weise untersuche ich auch die Kurven
dritter Or duunc und fteile dieselben nach Entwicklung ihrer all-
gemeinen Elgenschpﬁen in sechzehn Arten ein, indem ich hieranf die
von Newton anfgestellten 72 Arten simtlich zuriickfiiire. Den Weg
der hierzu fithrt, habe ich so deutlich beschrieben, dass man die Eln-,
teilung der leemaller héheren Ordnungen in Arten sehr leicht wird
"vornehmen Imnnen, Ueberdies habe ich dies noech fiir die Linien der
vierten Ordnunj wirklich ausgefihrt. Nach diesen auf die Ordnungen
der Kurven beztiglichen Untersuchungen kehre ich zur BErmittlung noch
anderer alloememe,;t Beziehungen der Kurven zurfick. Ieh gebe also
ein Verfahren an, jmn die Tangenten der Kurven, ihre Normalen,

ja selbst die Kriitnmung, die man gewdhnlich nach dem Kmmmuugs-
halbmesser beulteﬁlt 21 bestimmen. Obgleich dies heutzutage fast
ausschliesslich mitfelst Differentialrechnung geschieht, erliintere ich dies
hier doch nur mit Hilfe der niederen A_lcrebm um dadurch den Ueber-
gang von der Analysis des Endlichen zu der Analysis des Unendlichen

- zu erleichtern. Auch die Wendepun} cte, die Spitzen, die Doppel-

und vielfachen Eunkte habe ich untert.ucht und den Weg angegeben,
wie man dieses Alles ans den Gleichungen ohue alle Schwieriokeit -
finden kann. Inde‘ssen will ich mieht lZugnen, dass sich diese U]bltel—
suchungen weit leichter mit Hiilfe der Differentialrechnung fithren lassen.

" Ferner beriihre ich auch die Streitfrage der Spitzen zweiter Art

und hoffe dieselbe so klargelegt zu haben, dass darfiber kein Zweifcl
mehr Dbestehen kann. In einigen weiteren Capiteln zeige ich dann,
wie man die krummen Linien aus gewissen gegebenen Eigen-
schaften bestimmen kann, und gehe zum Schluss die Lésung einiger

. Avfgaben, die sich anf die Teilung des Kreises besiehen. Dies ist

Alles, was ans der Geometrie bei der Erlernung der Analysis des Un-
endlichen gute Dienste leisten kann. Als Achang habe ich aber noch
ans der Stereometric die Theorie der Kérper und deren Oberflichen
analytisch entwickelt und gezeigt, wie sich die Beschaffenheit einer
jeden Fliche durch eine Gleichung zwischen drei Verinder-
lichen ausdriicken lisst. Nachdem ich hierauf die Fldchen ihnlich
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wie die Linien nach dem Grade ihrer Gleichungenin Orduunge'u
gobracht habe, beweise ich, dass die erste Ordnuflg nur allein
die ebene Fliche enthdlt. 'Die. Flichen c!er zwelten_ Ordm.mg
aber teile ich mit Riicksicht darauf, o) sie ins Unendliche sich
erstrecken de Teile haben, in sechs Arten ein, und ebenso Lkann
map anch die Binteilung der Flichen hoherer (?rdnung-en
vornehmen. Ferner betrachte ich auch die Durch.s chnitte zweier
Flichen und zeige, wie dieselben, da sle im.Allgememen Ku_rven sind,
die nicht in einer einzigen Ebene liegen, 51?]1 durch Gle.l-chungen
darstellen lassen. Endlich bestimme ich noch die Lage der Berdhrungs-
ebenen und der Normalen der Fliche. - |
Da Manches, was ich hier vorgetragen habe,'schon von Andern
behandelt worden ist, so muss ich um Entschuldigung bitten, wenn

ich micht diberall diejenigen mit Anerkennung namhaft gem.awht habe,-
die sich schon vorher mit demselben Gegenstande beschiiftigt haben.

Da es jedoch meine Absicht war, Alles mb’g%ichst kurz a}lseiuaﬁni]e:rzlli—
setzen, so habe ich jenes unterlassen, um .nmht c]urrch eine gEbIC ;;3.1‘1-
liche Tiehersicht tiber jedes Prohlem das vorhe%endt? W erl'c ganz er le blo 1
zu vergfﬁssern. Ueberdies habe ich auch fiir die melsrteg Au gaden,
welche sich schon anderwiirts finden, '.eine au.f‘. anderem Wege g;fuu «?Ele
Lésung gegeben, so dass ich einen nicht geringen 'I‘e1l-clav01_1]l {in 1;11 q1
_allein in Anspruch nehmen kann. Fch hoffe, dass_ nicht alem 1;13.,
sondern vor allem das Neue, das hier geg.eben W]l‘dz‘ manchem, .Sr
Gefallen an solchen Untersuchungen findet, nicht unerwiinscht sein wird.
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