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19.
EULER A LAGRANGE.

Berlin, g novembre 1702 ().
MONSIEUR,

Jo dois &tre infiniment flatté de Ia distinction toute particuliére, dont
la nouvelle Académic Royale des Sciences vient de m’honorer, en ac-
cordant une place dans ses Mémoires & mes faibles recherches sur la
propagation du son, que j’avais pris la liberté de vous envoyer. Je con-
nais tout le lpri,\* de cette distinction, et j'en suis le plus vivement
touché; ce que je vous supplie, monsieur, de témoigner i I'illustre
Académie, et de lui présenter mes trés humbles remerciments en I'as-
surant de ma plus haute vénération et de mon altachement le plus in-
violable. Mais je ne sens aussi que trop que ¢’est uniquement & vous
que je suis redevable de cette glorieuse distinction. Je vous en suis in-
finiment obligé, de méme que des deux exemplaires du premier Re-
cueil académique que vous m’avez hien veulu envoyer. Vous ne dou-
terez pas que je ne U'aie parcouru avec la plus grande avidité, et je fus
tout a fait surpris de Vexcellence et de la richesse des Mémoires que ce
Recueil renferme. Vous en particulier, Monsieur, vous v avez vérita-
hlement prodigué vos profondes découvertes; tout auire en aurait eu
abondamment de quoi fournir & plusieurs Académies et i plusicurs
Volumes, pendant que vous y avez ramassé on quelques morceaux des
sciences entitres el accomplies, dont la moindre particule aurait couté
3 d"autres les plus pénibles recherches. Vous ne craignez pas de vous
épuiser pour les Volumes suivanls, puisque vos ressources sont iné-
puisables; et je suis tout stupélait, quand jo pense sculement que les
Volumes suivants ne brilleront pas moins de nouvelles découverles,
quoigue je ne puisse pas ¢ncore comprendre sur quelles matieres elles
rouleront. Mais je vous avoue [ranchement, que je ne suls uasi

(1) Ms. ["18. — Opera postuma, L. 11, p. 564.
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qu'ébloui de T'abondance et de la profondeur de vos recherches, ot
bien d’autres souhaiteront avee moi gue vous preniez la peine de
{raiter successivement plus en détail tous les sujels particuliers, que
vous n’avez fait jusqu’ici qu'envelopper dans la phus grande généralite.

Quelle satisfaction n’aurait pas M. de Maupertuois, 8'il élail encore
en vie, de voir son principe de Ia moindre aclion porté au plus haut
degré de dignité dont il est susceptible ().

Dans vos aulres recherches; il s’agit principalement d'une branche
{out & fait nouvelle de 'Analyse, qui mériterait bien d’étre développiée
avee tous les soins possibles. Ces( la resolution de celle espiee d’équa-
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dont Pintégrale complete renferme par sa propre nature des fone-
{ions indéterminées, et méme discontinues, contre les prétentions de
M. d’Alembert, qui cependant sera bien embarrassé des réponses so-
lides que vous lui avez faites, quoique je doute fort qu'il 8y rende (*).
Avant toutes choses, il faudrait bien chercher des méthodes plus pro-
pres & traiter ces équations. I semble que des transformations conve-
nables y puissent beauncoup contribver. En voici un échantillon que

jappliquerai au cas le plus simple

au lien des variables ¢ et a, J’en introdairai denx autres p et ¢, de sorte

que
p=aax -+t el g =y —+ai

{1) « Ce prineipe. dil Delambre (Biographie Michaud, art, Aewperiuis), que Maupertuis
prélendait déduire philosophiquement des causes finales, diait ainsi énoncé par lui @ Le
guentite d’action ndeessaire pour produire wn changement dany le mowvement des corps
est inugours wn minimum. 1| entendail par guantite' d’action Yo produit d'une masse par sa
vilesse el par I'espace quelle pareourt. » — Foir, dans le Tome I des GEweres de Man-
perluis {1756, in~8°% p. 243 eb suiv.), la Lettre X1 : Sur ce qui s'est passe a Doccasion di
principe de la moindre action.

(2) Foir, dans le Tome XN, les Lelires 3, 8, 9, ele.

o
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Pour cel effet, considérant une fonction quelconque de ¢ ela qui soit e,

puisque : }
' oy (71N
d'. et ()— lf -+ z)— d
et par les nouvelles variublffs
| do o
= 9 Z-dp -+ = Jg dry,

en substituant ici pour dp et dg leurs valeurs, jaurai

L o de dc
(/iluxﬁdﬁdzw—ﬁ@dﬂ—i—y@d‘z L d —dt,

- t)v LovN v \dv
d’ob il s'ensuit, pour les substitutions dont j'ai besoin,

d Jv 4 dv dv dv a¢

gt =P dp g 3 de =95 T 0g°
done
0= _pds  .ds &s -:d"' 'z N,dﬁ
Jc “ﬁﬁﬁ+g(ﬁ et e =F ()p‘ *p d[)dq—'__ dq*’
Qi—ydj L, s | el ()9';_&2015_1_000_()”_3; s
r)hd‘"" dp T dg ‘ dz T dpr T ‘_jd/*a dyg v opt

Maintenant je pose
ILLE

B gla=on el ¢
0
f);tx\/r; el r}:—y\/(t,

pour aveir cebte équation

)t s :
VBD — aya) e =0 oy - T
(8 /) dp diy gy dy
A présent M. (U Alembert ne saurait disconvenir que intégration de
ecolle farmule, en ne prenant que p variable, ne donne

e

& =7




DE LAGRANGE AVEC EULER. 208

et ensuite, faisant quarrer,
ey d(p)= q:(.'r —1 \/;z) -+ L],(?: -+ ﬂ\/ﬁ.),

o ¢es fonctions sont absolument indélerminées et dépendent entitre-
ment de notre volonté, de sorte que la construction générale se puisse
fuire par deux courbes déerites i plaisir, 'appliquée de I'une donnant
o(aw — 1/a) pour Pabscisse o — ¢ Ja, et de Pautre ${a o1 Ja) pouy
I'abscisse & + 1 ya.

Mais, si 'on demandait une semblable intégrale complete pour le vas
oll @ serait une quantité négative — b, je ne vois pas comment on la
pourrait représenter par des courbes arbitraires, puisqu’an n'y suuruil
assigner les appliquées qui répondent i des abscisses imaginaires.

La réduvction aux arcs de cerele, en posant

z=rcose el 10 =rsing,

qui donneront

s=A-~Brcosg+Co*coseo +...+ Kesing + Lefsinag +.. .,

combien de termes qu’on ne prenne ('), ne saurait jamais produire une
solution générale, en sorte que posant ¢ = o, il en résulte entre = et a
une relation donnée exprimée par quelque courbe décrite i volonté.
Pour le probléme des isopérimetres pris dans sa plus grande étendue,
¢’est & vous que nous sommes redevables de la plus parfaite solution,
et je fus bien surpris de voir par quelle adresse vous Pavez étendu i
des surfaces et méme & des polygones. Yous conviendrez que ces pro-
fondes recherches mériteraient un développement plus détaille. 1 est
facheux que la solution du cas ott Pon demande, entre tous les solides
de Ja méme capacité, celui dont la surface est la plus pefite conduise
4 une équation presque absolument jntraitable; on voit hien que les
surfaces sphériques et cylindriques v sont comprises, sans &tre en état
de les en conclure. Mais les corps ont des hizarreries qui ne se trouvent
pas dans les surfaces; quoique tous les cotés d’un polygone et méme

(1) Clest-d-dire quel que s0it le nomhre des lermes.
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leur ordre soient donnés, la figure est encore susceptible d'une infinité
de déterminations; mais, dans un polytdre, dés qu’on connail tous les
hedres (') avee leur ordre, le corps est tout i fait déterminé. Ensuite,
on ne saurait donner deux courbes différentes qui aient pour toutes les
abscisses des arcs égaux; mais on pent toujours trouver une infinité
de surfaces différentes ot les éléments d dy J1+ p*—+ ¢° soient les
mémes. Ainsi les surfaces coniques dont P'axe est perpendiculaire  la
hase conviennent avec une surface plane, el les corps exprimes par ces
gquations as=xy et 2as=2" —+ y* ont leurs surfaces égales, puisque
p*+q¢° est le méme de part et dautre; mais on trouve aisément une in-
finité d’autres surfaces de la méme nature, ol I'on peut méme intro-
duive des fonctions arbitraires et discontinues. Or il est plus difficile
de trouver de tels corps, dont la surface convienne avec celle de la
sphere. I1s’agit de trouver uné telle équation intégrable ds=p dx—+qdy

n o vy \ z 4yt C e i
que p*-+ ¢ soit égal & — ~)”__. Je puis bien définir toutes les
a:— x— ¥

fonctions possibles pour p et g, mais je n'en puis tirer aucune d’olt
I’équation entre , y et = devient algébrique. C'est encore un sujet qui
demande Ia nouvelle branche de I'Analyse qui roule sur les fonctions
de deux ou plusieurs variables, de certains rapports entre leurs diffé-
rentiels étant donnes.

Sur le probleme du mouvement d'un corps altiré vers deux points
fixes en raison réciproque carrée des distances, j'ai trouvé moyen de
construire la ecourbe que le corps déerit quand méme elle ne serait
point dans le méme plan, et i’y ai observé une infinité de cas ol la
courbe devient algébrique, oulre ceux de Dellipse ou hyperhole dont
es foyers tombent dans les deux points fixes.

J'ai I'honneur d’dtre avec la plus haute considération, monsieur, -

Votre tris humble et trés obéissant serviteur,
{.. HyLER.

(VY Hédre, surface.




