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14.

EULER A LAGRANGE.

Berlin, 1* juin 960 ().
Monsizur, '
Depuis ma dernitre lettre, j"ai réussi i ramoner au caleul la prop:iga—
tion du son, en supposant i Iair toutes les trois dimensions, et, quoique
je ne doute pas que vous n’y soyez parvenu plus heureusement, je ne
crois pouvoir misux témoigner mon attachement envers votre illustre
Société gu’en lui présentant mes recherches sur ce méme sujet :

Recherches sur la propagation des ébranlemenits dans un milieu élastique.

En considérant le milieu dans I'état d’équilibre, soit sa densité égale
h 1, et son élasticité halancée par le poids d'une colonne du méme
fluide dont la hauteur est égale & 4, je commence par considérer un élé-
ment quelcongue du fluide, gui, dans I'état d'équilibre, se trouve au
point Z ( fig. 1) déterminé par les trois coordonnées perpendiculaires

Fig. 1.

1 R

entre elles, AX =X, XY =Y et YZ=Z; ct que, par agitation, ce
méme élément ail- 61L& transporté en =, dont les coordennées soient
() Ceite lelire, qui se trouve au [713 du ms., a ét6 publide eomme inddito dans le 1, 1.

p. 56, des Opere postna; clle avail été insérée dans le Tome I dos iscellanca Tauri-
nensin (1760-1761), pago 1 do la 11° Parlie. '
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Arx=g, xy =y el ys=25 qui seront certaines fonctions des premieres
X, Y, Z pour un instant donné. Soient done
doe =LdX +-MdY + NdZ,
dy =P dX - QdY + RdZ,
do =B dX + T dY 4V di.
Ensuite, je considére un volume infiniment pelit de fluide, qui, dans
Pétat d’équilibre, ait la figure pyramidale ZEnb (fig. 2) rectangulaire,

Fig. =.

Z NN L
gui. par P'agitation, soit transportée en sApv, dont la figure sera aussi
pyramidale, et posant, pour I'état d’équilibre,

. les coordonndes
des points

- X Y z
B Xtu Y Z
T e X Y+8 Z
G eeeereeieen, X Y Za4v
on aura, pour I'état d'agitation,
. les trois coordenndes
des poinls

Cernnnranran Ar=u .:r:_‘)' ::y J”:-_, =5

P NN AL=w+Le LI =y~+Pa Ik =548z

Povanaanans AM=z+M8 Mm=y-+Q8 mp=35+Tp

Vieeeriiaas AN=x+Ny Nr =p-+Ry nv =z+Vy

Le volume de la pyramide ZEn0 égale § afy.
11 s’agit de trouver le volume de la pyramide sApv, qu’on voit étre
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composée de ces prismes ‘

ymasp + ylnsdy 4 Imnipy — yilmshy,

ot, prenant la solidité de chaque part, on trouvera cette solidité
— 18adymn,

— YTBAyIn,
+4VyAyim.

+ Hys+ Ik 4+ nv)Ayin 4+ 135 4-8x+ Vy- )Ayin
'F%‘(.J";_l_ mp~+ ny YAymn | +%(3:+’fﬁ+ Yy JAymn ) S
4+ LA +mp+ nv YAImn :’ +1(35+Ta+TpE--Vy)Aimn

\ I — 13z 4+ 8a—+ I'ﬁ YA yim

1

— 3 (ys+Ih +mp)Aylm

Ensuite, on trouve les aires de ces {riangles, & cause de xL = La,

oM =M, N =Ny, comme il suit :
Aymn=%zrM(2r+Qp)+iMN(2y+QE8+Ry —%xN{zy+Ry):-§-Qﬁ><a:N—%Ry xmlz.;.ﬁy(m_zvm)‘;f
Ayin =4aN(@y+Ry)+3LN (2y+Pa+Ry)—tal(@y+Pa)=iRy xazl.—1PaxoN =ty (LR — NP ),
Ayim =3aMar+ Q) +iLM(ay+Pa+ QB — oLy +Pa)=1Q8x s L —1Pax 2M=}a(LQ —MP)."

De 14, nous tirons la solidité de notre pyramide zApv dans I'état

1 s .t
d’agitation

— 2ofyS(NQ — MR) — taBy T(LR — NP) + £a8y V(LQ — MP),
et, partant, la densité du milieu agilé en = sera

1:(LQV —MPV + MRS + NQS + NPT — LRT),

et, posant I pour la hauteur de la colonne qui y balanee ['élasticilé,

nous auronsy

M=/ (LQV - MPV -+ MRS — NOQS + NPT — LRTY,
faquelle étant une fonction des trois variables X, Y, Z, posens

dll =B dX + FaY + G dZ,
de sorte que
ot )

. o
:ﬁ? l‘#d—\?: =

G'_ﬁ'

v

Soit, pour abréger,

LQV —MPYV 4 MRS — NQS — + NPT — LRT =K,
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. hooan , T
de sorte gue L= - 81 nous concevons, dans 'état d’équilibre, un
point Z' infiniment proche de Z déterminé par ces coordonnées X+-dN\,
Y - dY, Z + dZ, ce point se trouvera aprés I'agitation en = dont les

cogordonnées seront
o+ LdX-+MdY +NdZ,

¥4+ P dX + QdY +RdZ,
548 dX+TdY + Vdi;

done, réciproquement, la position du point & infiniment proche de z
dans 'état troublé, élant donnée par les coordonnées X 4o, Y + f,
Z <, son lieu dans I'état d’équilibre sera déterminé par les caordon-
nées X +dX, Y +dY, 7+ dZ, de sorte que

i — QY —RT) + B(NT —MV) + 7 (MR — NQ)
g = 1{ E]
oy — @RS —PV) + B(LY —N8) + y(NP — LR)
pum— K 3
el
i — 2P — Q8) + B(MS — LT) +y(LQ —MP)
= K '
De 13, I’élasticité en = étant
e
- K’
elle sera en =/
N+-EdX+FdY +GdZ

ou bien, si nous posons, pour abréger,

E(QV — RT) + F(RS — PV) + G(PT — Q8) =4,
E(NT —MV)+ F(LV —N8) + G(MS — LT) =B,
E(MR— NQ)+ F(NP —LR) + G (LQ —MP)=¢,

I’élasticité en s’ sera exprimée par

L, Ae+BB+Cy

1 K

la densité y étant %

Considérons maintenant un parallélépipéde rectangle infiniment
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petit zbedafyd (fig. 3) dont les cdtés paralléles & nos coordonnées
soient zd =a, se="0 ¢l s =1v; son volume sera afy et sa masse

Tig. 3.

—
oF

/l f/
’ e
/ s

S
;o
.
f/ f’
4 ’
4

3

5

A z ]

Y. Pour connaitre les forces dont ce parallélépipéde est sollicité,

K
cherchons d’abord P’élasticité du milieu A chacun de ses angles - F
Paial. __ Coordomnées. Elasticits.
Taveiinen x ¥ 3 I .
’ hoooo... Z+a T 5 m+ A’u
K
Bf
i A f+ 0 5
[ X I+ T+ K
r+ B
dovinnn. z+a y+p 5 I+ ALK"]'E
- oo Ly
Bovvnanns x ¥ 549 I+ iy
Aw 4 Oy
Bovurnnn & N s T+ :—T\;—'
BB+ Yy i
Taveaens & -+ ﬁ I HES % ;
! 5 A BE 0y
I r4a y+f a4y . ]T+—CL—+—KE-———‘

De I, il est clair que, considérant les faces opposées =zcary et bdfs, les
pressions sur celle-ci surpassent les pressions sur celle-la de la quan-
co Ao . ; . . 1 . . .

tilé 55 donc l'aire de ces faces étant égale a By, il en résulte une foree

) suivant Ia direction Az = — A:',FY- '
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De la méme manitre, le parallélépipéde sera poussé suivant la direc-

- ) J B C{p" . . - .
tion ay par la force — —‘K'if, et suivant la direction yz par ia force
Cody

K

Done la masse de ce parallélépipide élant “—Fga st nous introduisons
la hanteur g par laquelle un corps grave tombe dans une seconde, en
exprimant le temps écoulé 7 en secondes, nous aurons, pour la con-
naissance du mouvement, les trois accélérations suivantes :

dtr N dry -

—— o —
et & ci®

dts -
agB et st
g1 ¢ det &

Ces formules étant générales pour toutes les agilations possibles, je
ne considére ici que le cas ol ces agitations sont quasi infinimeni
petites : pour cet effel, je pose a =X +p, y=Y+qgels=Z+r,
de sorte que p, g, r sont des quantités infiniment petites. De i, nous

aurons
dp= (L—1)dX +MdY + NdZ,

dg=PdX + (Q —1)dY + R dZ,
dr =8 dX +TdY + (V —1)dZ,

et partant, & peu pres,
L=r1, M=o, N=o,
P=o, Q=1, R=no,

8 —=o, T =o, V=1
et :

mais, pour la différentielle do II, nous aurons
L {OL a0 9V
E=—" (-a-j\;' -} K -+ K),
L foL a0 av
1-“”GY+BT+0Y}

{0l 0Q | v
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Ensuite, nous trouvons
A=E, BT et C=1a,
ot enfin, pour nous débarrasser des autres letfres, remarquons que

dy Jr

) ap . P
L—1-|-d\ Q_I—l—aY, \_,1-1—0/

de sorte que, outre les coordonnées X, X, Z avec le temps /, il ne reste
dans le caleul que les lettres p, ¢, 7 qui marguent le déplacement de
chaque point; car, substituant ces valeurs que nous venons de trouver,
le mouvement causé par une agitation quelconque, mais fort petite,
séra déterminé par les trois équations suivantes

1 p 62}9 Jd*q n darr .
agh 92 X T iX dY JdxX a7’
1 g &p d°q+'d°r*
agh ¢~ 9XdY oY T Yoz
el
1 dir g d*q d‘*i‘

agh 08 — 0X d% oYL T

ou bien, posant

op 99 0 _
oX T dY " J9r T 7
nous aurens
ip_ ()u Codrg 0 #r_ ., 0u
3}_—2—2 d\ W_gahﬁ el szﬂh—(ﬁ’

J'oir il est aisé de conclure

1 g_zt _Fu Lo d‘lu P
agh gir T OX? le 97 ;

Lot i faut déterminer la nature de la fonetion w déterminée par les
coordonnées X, Y, Z ot le temps £,
De 13, il n'est pas difficile de trouver une infinité de solutions parti-
culivres, comme '
=B @ (et +-BX+yY + 04,
gz=y Pt BX+yY--3d7)

el
r=0®(at+pX+yY+3%),
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pourvu que a == y2gh(f*+ v+ 3*), ol ﬁ v, & sont des quanlités

queleonques, ot ® la marque d'unc fonclion quelconque. Done quelgues
valeurs qu’on prenne, on aura toujours le cas d’un certain ébranlement
dont on pourra déterminer la continuation. Mais, pour notre dessein,
il s’agit de trouver un iel cas, ob Pébranlement initial aura été ren-
fermé dans un petit espace, d’on il esl répandu ensuite en loul sens.
Soit done A le centre de 'agitation primilive, et posons

p=Xs, g=1Ys, r==1s,

Ll

ot s sera unc fonction du temps ¢ et de la quantité yX*—+ Y' + 2=V,
qui marque la distance du point A. Done, puisque

r)s 0? 2
nous aurons

J% XdX +YdY S+ ZdlL os

ds = d—dt — I
et puis
dp_, Xeds g Yoo o I
X=STVN NIV @ Vv
Donc
op dg or - o
=X Ty TaT Vv

Maintenant, ayant
ds Z}; ds ov X
X~V av’ XV

notre premiére équation deviendra

X s _3X 9s X s s
aghdtt = V gV TV gV ave
ou
1 s _ 4 (J.S‘ d*s '

agh 9F VoV T ov

3 laquelle se réduisent aussi les deux autres, ot Péloignement du

point = depuis le centre A sera

Vs /X2+1"2+Z2=\/p2-}-q2+l'5,
XIV. 24
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qui en marque le déplacement par rapport a Pétat d’équilibre; de sorte
que le rayon d’une couche sphérique, qui dans I'état d’équilibre était
égal 2 V, sera & présent égal & V 4+ Vs. Donc, si nous posons Vs =1,

It 3 f
0§ = g afin que v exprime le chang_emcnt de cette couche, la par-

ticule u sera déterminée par cette équation

1 Jtu a7t 2 du 0% u

2gh 9F T VITT VGV T avE

Apres plusicurs recherches, j"ai enfin trouvé que cette équation admet
une résolution générale semblable au cas ol 'on ne suppose a l'air
quune seule dimension; que ®(s) marque une fonction quelconque
de z, et qu’on indique son différentiel en [cette] sorte,

(=)= (s)ds.

Cela posé, on verra qu’on satisfait & notre équation en supposant

= VL DVt iagh)— %(D’(Vi t\agh).

Danc, pour le commencement de 'agitation, nous aurons cette équation

= %(D(V)— ‘%(D’(V),

d’olt I'on voit que, pour appliquer cetle formule & la propagation du
son, la fonction @ (=) doit toujours étre égale & zéro, excepté les
eas ol la quantité s est extrémement petite. Or il faut que la fone-
tion @(=) ait la méme propri¢té et encore celle-ct ®7 (=), en supposant
d () = ®(=)dz, alin que non seulement la quantité «, mais aussi la
vilesse % s'évanouissent an commenecement, partout excepté dans le
petit espace autour de A, ol s'est fait I'ébranlement primitif. Que le
caractére W marque des fonctions discontinues de la méme nature, el
nous aurons la solution générale qui suit

= ;};n(wzvm) - %(I"(Vﬂx/zgﬁ)

e %IIT(V—L zglz)— %T’(V — 5V9gh)
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el, pour la vitesse,

e A‘/“’“’*q)*(v + t\W}—A—\/z"h(D”(V - 0f3Eh)

— Bty iy agn) o B2 (v o).

De L il est clair qu'une conche sphérique, dont le rayon est égal

4V, demeure en repostant que la formule V—2y/2 g/ ne devienne asses

petite ou moindre que le rayon de la petite sphigre ¢hranlée au com-

mencement; el partant agitation primiti‘ve sera répandue & la dis-
'

v 3\
lance ¥V apresle tewps 7 = Norsh secondes. D'oll il suit la méme wlvw-
Vagh

du son que Newton a trouvée, c'est-i-dire plus petite que selon les

expériences. Dot je conclus que, avant supposé dans ce valeul les
¢hranlements infiniment petits, leur grandeur cause une propagation
plus prompte. Ensuite ces formules nous apprennent que, lorsque les
distances V sont fort grandes, les termes divisés par V2 s’évanouissant
4 Pégard des autres divisés par V, tant Ies petits espaces u que les
vilesses %i; diminuent en raison des distances; d’ou 'on peut justement

juger de 'affaiblissement du son par des grandes distances.

Voild mes recherches, que vous pourrez insérer, Monsicur, a votre
second Volume, si vous le jugez & propos. Je les ai abrégées aulant
qu'il m’a été possible, et si vous y vouliez ajouter vos remarques, ou
quelgues éclaircissements, je vous en serais infiniment ohligé. Il v a
longtemps que j'ai examiné les sons des cordes qui ne sont pas égule-
ment épaisses, el je viens de lire & notre Académie quelquea Mémoires
sur le son des cloches et des tambours ou timbales (*), fondés sur la
méme théorie des fonctions discontinues. Faites hien mes compliments

(1) Ces Mémoires sur le son des cloches el des lambours ont éLé publiés dans e Tome X
des Noei Commentarii do Pélershourg, année 1766, sous les litres : De moty wibratorin
tympanorun (. 243-260). — Tentamen de vona campanarum (. 261-281).
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les plus empressés & toute votre illustre Société, et soyez assuré que je
suis avec le plus parfail attachement, Monsieur,

Votre trés humble et trés obéissant serviteur,

L. EuLer.

15.
LAGRANGE A EULER.

Turin, le 1% marg 1760 (1).
Moxnsirur,

Notre Société a recu la pizce que vous m’avez fait ’honneur de m’a-
dresser dans votre derniere lettre du 1® janvier, avec tous les senti-
ments d’estime et de reconnaissance dus au mérite de votre illustre
personne. Elle est extrémement flattée de pouvoir orner ses nouveaux
Meélanges d'un nom tel que le votre, ce qui ne pevt pas manquer de lui
attirer dans le public une considération 4 laquelle elle n’aurait jamais
osé prétendre. Quelques occupations indispensables m'ont empéché
de vous répondre plus Lot pour m’acquitier de ce devoir que toute la
Société m’a d'ahord imposé de vous remercier ¢n son nom, et de vous
témoigner combien elle a é(é sensible 4 une telle marque d’honnecur
quil vous a plu de lui donner; je vous prie d’en recevoir mes tres
humbles excuses. J'ai Ju vos recherches sur la propagation des ébran-
lements dans un milieu élastique avec la méme admiration avec laquelle
j’ai toujours étudié tous vos Quvrages. J’aj ¢té charmé surtout de voir
Panalyse du probikme de la propagation des éhranlements finis, sur
fequel je m’étais déja exercé en vain; je doute cependant qu'on puisse
jamais, au moins par les méthodes connues, parvenir i la construction
de telles équations, dans lesquelles les fonclions inconnues se trouven t
cngagées entre elles dans des puissances quelconques, comme il en est

(¥} Lettres tndditos, p. 41.




