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vois marcher sur vos illustres traces, et je suis avec la plus parfaite

considération
Yotre trés humble et trés obéissant serviteur,

Lours bk LA GRANGE.

A monsiewsr Euler, Directeur de ' Académie royale des Seiences
el Belles-Lettres de Berlin.

13,
LAGRANGE A EULER.

Turin, 26 décembre 1759 (1).
MoRrsIzuR,
Dans la dernitre Lettre que vous m’avez fait "honneur de m’écrire
vous m’avez proposé 4 résoudre I'équation
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qui.renferme les lois de la propagation du son dans le cas que les
g¢hranlements s¢ répandent en forme d’ondes circulaires. Comme je
n'avais pas alors tout le loisir nécessaire pour entreprendre une telle
recherche, j’ai élé obligé de la remettre & un autre temps; ¢'est pour-
quoi je n’en ai point du toul parlé dans la réponse que je vous fis alors,
ot qﬁe je me flatte que vous aurez hien recuc. Maintenant, voiei les
principaux résultals de mes réflexions sur ce sujet.

Ayant trouvé, quelque temps avant, le moyen de simplifier ma md-
thode De chordis vibrantibus, dans le cas de la corde uniformément
ipaisse, et de parvenir directement de I'équation différenticlle 4 la
construction géomeétrique par deux intégrations diverses; I'une en a,
ot autre en ¢, je crus deveir essayer si les mémes procédés auraient

{1y Lettres inédites, p. 37.
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aussi 6t applicables 1 I'équation proposée; mais, comme ke caleut <le-

venait assez compliqué et incertain, & cause de quelque équation gui
{ombait dans le cas de Riceati (1), j’ai aimémicux de considérer d’abord
la question dans P’état qui peut avoir lieu dans la nature, savoir en
supposant que les éhranlements se répandent en forme d’ondes sphe-

riques.
Pour cela, aprés avoir trouvé Véquation
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ol Pavoir maniée par un grand nombre d’opérations que ma méthode
exigeail, je suis enfin parvenu & unc construction géometrique assez
simple par laguelle, étant donnés les ébranlements primitifs de Pair
dans un fuyav conique infiniment prolongé, il était aisé d'en déter-
miner {ous les suivants.

J'al trouvé que I'air n'étant ¢hranlé d’abord que par un (rés petit
espace au sommet du eone, cet ébranlement, qui peunf étre 1‘egardé
comme une onde sonore, se communique d'une partie de 'air i Paulre
et avance toujours avec une vitesse constante, et la méme que celle gui 1
convient au cas d’une simple ligne physique; mais, en méme temps, la 1
force de I’éhranlement ira en décroissant dans la raison inverse des ;
carrés des distances, ce qui semble s'accorder avec les expéricnces
ordingires sur la diminution du son. En examinant ensuite plus inti-

mement la méme construction, je me suis apercu que je pouvais aussi ‘
assigner I'intégrale de I'équation proposée en termes algébriques. Lu - ;

voiel :

J . .
5+ ﬁ(SZ):@(Zi tve),

d’ot1 Von tire

jZ o{Zxt\fe)dh

= 72

ot la fonction @ peut étre continue ou discontinue, comme I'on voudra.

(1) Foir, sur loi, la Note de la p. 138 du ¢ X1IL
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Cette équation, si on la traite d'une maniere convenable, suffira pour
nous découvrir tous les mouvements de I'air daps un tuyau conique
d'upe longueur quelconque, pour quelque agitation primitive gu’on
veuille imaginer ; mais aussi, il ne sera pas fort difficile de voir que le
systeme dans ce cas ne pourra jamais plus reprendre sa premiere posi-
{ion, si ce n'est par hasard ou par le moyen de certaines conditions
dans les ébranlements primitifs, puisque les branches de la courbe
générairice, qui doivent &lre tracées de part et d’autre & 'infini, ne se
trouvent pas semblables entre elles comme celles des cordes vihrantes.

Vous pouvez, monsiear, avec peu d'attention, déconvrir toutes les

conséquences qui résultent de cette formule, ‘et qui pourraient se dé-

rober i mes efforts. Aprés avoir ainsi rempli mon objet, je suis revenu
au cas des ondes cireulaires, mais j'ai été tout étonné de trouver que
le probleme dans cette hypothése, en apparence plus simple que I'autre,

se refusait néanmoins a une exacte solution. Je pris done & considérer

la question dans le sens I¢ plus général, en supposant la figure conoi-
dale du tuyau rempli d’air telle que chaque section perpendiculaire
h Iaxe soit proportionnelle & Z™, Z étant la distance du sommet du
conoide donné. '

Iin ce cas, j'al trouvé I'équation différentielle
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e, de lh, par ma méthode, j'ai tiré la formule

_+gz_Z m—ge o= (m—a)y(m—4) 0*%s
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i, =e(ZEye).

I'ai aussi (rouvé, en méme temps, une autre formule pour la valeur
de =, saveir :

apm= (%= ee) —z(f—,/qJ(z + £yfe) + :m_ —2 Z‘-’Féz—i;q;(z'i £ye)
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ott la fonction ¢ dépend du ¢ par un nombre L’intégrations relatif au
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nombre 7. On voit par ces formules que s n’aura jamais une valeur
exacte gue dans les cas de m pair et positif; dans tous les autres, la
sérieivad infini, et, 51z est impair positif, il y aura toujours quelques
termes qui s’évanouiront au commencement delle. Les cas de m pair
négatif admetlent néanmoins une solution exacte Jorsque 7. . ..

On trouvera Ja formule, pour ce cas, en posant dans la sup. ...

7o au lieu de =, é( puis — m — 2 au lieu de m; car on peut voir que

I3

par ces (ransformations 'équation différentielle demeurera la méme,
Au reste, j'ai reconnu que, dans toules les équalions dunc sem-
hlable nature, on peut seuvent abréger le caleul en supposant d'abord
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oll A, B, C, ... étant des fonctions de 7, qu’on déterminera apres la sub-
stitution par la simple comparaison des termes; mais, sil’équation ren-
fermait quelque terme qui ne contint peintle =, ou quelqu’une de ses
différences, il serait peut-étre alors indispensable d’avoir recours a
une méthode directe; la mienne serait encore utile, quelle que fit la
natire de ce terme. Je compte d’expliquer cette matiére dans une dis-
sertation particulitre que je prépare pour le Volume de nos Mélanges
de I'année prochaine. En attendant, je commence par soumettre ce
petit essai & votre jugement que je regarde comme l¢ premier dans le
petit nombre de ceux qui peuvent véritablement me flatter ou me
donner de la peine. _

Daignez, monsieur, d’accepter les veeux que j'ose joindre avec ceux
de toutc la République des Lettres pour la conservation de votre pré-
cleuse vie. | ‘

Je suis avec le plus respectueux aftachement, monsieur,

Votre trés humble et frés obéissant serviteur,

Louis pE LA GRANGE.

A monsieur Euler, Directeur de I' Académie royale des Sciences
et Belles-Letires, a Berlin.
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