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Seri 131— —|— -}— iie T 557 T cte ferminus generalis est

1 2(4n+2) Blent6) 4(inti10) Blhnpie)
2 (s(n+1) W0@+2) 1e(nrs)  18(n4-5 - efc. )
neque adeo difficile est assumere mumeros quadraturam eir-

Seriel

culi exprimentes, dliunde. jam -cognitos et pro iisdem:series

concinnare, guarum terminos medios hi numeri constituant,
cujus artificii mihi probe gnarus videris.

Caeterum egregias plane judico methodos, quarum speci-
mina mecum communicasti, neque dubito quin iisdem vesti-
gils progrediens multa nova ‘et pracclara ‘in ‘hoe - genere
reperturus sis; ‘misi ego quoque nuper ad CL -Bernoullium
nostrum - theorema, : quo -methodum  summandi -series ad cal-
culum quem vocant integralem accomodavi. Vale.

‘Gxoldbach.
P.-8. Notane Tibi est Fermatii observatio omnes numeros

. 2%—1

hujus formulae 2 -+ 1, nempe 3, 5, 17, ctc. esse
primos, quam tamen ipse fatehatur se demonstrare non
posse, et post eum nemo, quod sciam, demonstravit.

e
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Evrer 2 Gorovsacn
Usage du caleul intégral dans la recheréhe ‘des termes pénéraux des

saites. Digression sur la thdorie des logarithmes et les logarithmes hypers

boliques, Sur le thdoréme de Fermat de la lettre précédente.

Vir Celeberrime, Potrogoli d.'8 Yanuar 1750,

Quae nuper de methodo ‘mea ‘progressionum terminos me-
dios ex quadraturis inveniendi scripsi, e¢a non ope serierum
infinitarim  terminos illos exprimentium perficio, maxime

enim ardoiim esse arbitror de quaque serie infinita, ad quam

‘pertineat quadraturam, pronunciare; uanguam non negem,

me primo ‘ex serie terminum generalem progressionis
142 4 6 - 24 4 ete. exhibente, quam T i])i Vir Celeber-
& quadratura

circuli pendere. Deinde autem  eodem modo circa alias pro-
gressiones versari diffidens id meditatus sum, quomode alia
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via eodem pervenire possem, quae non seriebus dignoscendis
contineatur. In aliam “igitur atque novam incidi rationem
progressionum ferminis generalibus denotandarum. Ea in hoe
consistit, ut formulas integrales in terminos generales reci-
piam. Ad hoe autem adductus sum considerans ad ea, quae
a communi algebra perfici non possent, analysin infibitorum
plerumque facilem pracbere aditum, Sed termini hujusmodi
generales foties consuetam induunt formam, iquoties for-
mulae illae integrales algebraice exprimi posswat, quibus in
castbus progressionis ommes termini, sive exponentes sint
numeri fracti, sive integri, algebraice ‘exhibentur. Quqmlo
vero illae formulae integrationem universaliter non admit-
tuni, ommnes fermini algebraice exponi nequeunt, sed qui-
dam a quadraturis curvarum pendebunt, quae inde cognos-
cuntir, Cum igitur in nonnullis serichus observassem ter-
minos quosdam medios a quadratura circuli pendere, in
earum terminis generalibus necessario formulae integrales
inesse debere visze sunt. Sequenti autem modo hujusmodi
formulis integralibus utor. Quando dico seriei cujuspiam
terminum generalem esse /'Pdx, intelligi oportet ex co ter-
minum quemcungue indicis n inveniri posse. Indicat vero
hic P funclionem quandam ex x et constaniibus quantitati-
bus una cum n indice compositam; refero scilicet n ad con-

stantes, ut unica variabilis « adsit. Jam /Pdx hoc modo”

dat terminum n™™, Integretur [Pdx vel reipsa, si fieri
potest, vel ad equadraturam curvae convenientis referatur;
tanta autem consians adjiciatur, ut totum evanescat ‘posito
@ == 0. Deinde ponatur = == constanti cuidam quantitati (in
sequentibus semper pono x=—1), habebitur functio quaedam
quantitatum “constantivin et indicis n, quae erit ipse termi-

nus nMS Fieri nunc potest, pragcipue si o in exponenles
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ingrediatur, ut positis loco n certis. numeris, formula inte-
grari possit, secus vero si alii substituantur. Quo fit, ut alii
termini algebraice sew in numeris exprimi queunt, alii a
quadraturis pendeant. Ut ferminum generalem reperi hunc

2n+3/d (1—x)"V x pregressionis istius— +3 5-[—; i s—]— te.

Qui quomodo congruat, ut appareat, sit n = 2, habebitur

3 Jde (L —a)? :

i & 7 -
=% "—-—sc—}— x*; ponatwr x =— 1,

. e ' 7 . B .
oriciur terminus secundus — 5 ? +1 T Idem hic

terminus generalis ommes terminos medios suppeditat, ut sit

n— % » erit 2f/dxV (z —xx) terminus quaesitus. Sed
2/ }.‘Z'{BV( @ — xz) exhibet segmentum circuli, cujus sagitta

. . 1 .
est @, radlo existente —; seu diametro 1. Ponatur & — 1,

1
erit terminus ordine - aequahs areae cu-cuh cujus diameter =

Similiter alii termini medii determinantnr. Hujusmodi ter-
mines generales onnium earum progressionu‘m: (uarom men-
tionem feci, aliaromque infinitarum similium dare possum.
Quousque autem haec methodus paleat ut possis cognoscere,
Vir Celeberrime, generaliora hic adjungo. Fundamenti loco
mihi fere fuit haee progressio 1 -|-1.2 £51.2.3 -+ ete., cu-
jus ferminus generalis mihi inventus est Sfdx(— lz)*; Ni-
mirum sumtci integrali positoque &= 'l , prodit terminus

- Denotat autem [ Iogarlﬂlmum hyperbo-—

licum ipsius L Antequam vero ostendam , quomodo haec
formila progressioni satisfaciat, explicabo, quod Te non satis
perspicere innuis, quo differant logarithmi hyperbolici ab
ordinaviis. Si constituatur .progressio geometrica



4..1, a, a?, a’ at, a’ ete.

2

eique subscribatur arithmetica

B..b, btec, b42¢, b+3e, bd-ke, bt5e, et
habebit quilibet terminus progressionis 4 sive eorum qui ad-
sunt, sive interpolatorum respondentem in progressione B.
Hi termini progressionis B respondentium terminorum in
progressione 4 vocantur logdrlthm: Jam cum 1nnumerablles
progressiones arithmeticae subscribi possint, perspicunm est
mnumerabilia dari systemata logarithmorum, In vulgari sy-
stemate, quorum tabulae a Brlggw et Vlacquio compulatae
habentur, loco seriei geometricae 4 posuerunt 1,10, 100, 1000
etc. et loco arithmeticae sumserunt hanc 0, 1, 2, 3, & etc,
ita ut logarithmus unitatis sit 0, denarii 1 ete. Ex hoc in-
telligitur, ad systema quodpiam logayithmorum condendum,
duorum quorundam numerorum ldgaritll.lnlos pro lubitu ac-
cipt posse, e quibus deinde omnium numerorum logarithmi
determinantur. Ita in systemate loga:riﬂnmrum hyperbolicorum
etiam pro logarithmo unitatis ponifur 0, et pro numero qui
unitatem quantitate mﬁmte parva superat, ut 1 +4-dz assu-
mitur logarithmus hoc ipsum dz. Vel series 4 est

1, (14dz), (1+dz)?, (4 4-ds)® ete.
et series Bllogarithjnos continens est .
0, dsz,. 2dz, Jdz et

Logarithmi ex hac positione deducti sunt ii qui vocantur
hyperbolici, eo quod iidem sint, ac illi qui ex quadratura
hyperbolae eruuntur. In hoc systemate est logarithmus binarii
0,693147180559945 et logarithmus denarii est

2,302585092995055 ut ipse caleulo aliquoties repetito invent,
Sin autem acciderit, ut logarithmis hyperbolicis uti oporteat,

B
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non qu'idem necesse est tabulam eorum ad manus habere,
sed Vlacquiani in usum vocari possunt dummeodo singuli
logarithmi per 2,302585 cte. multiplicentur. Semper autem, -

' quando in calculo infinitesimali de logarithmis sermo est,

hyperbolici intelliguntur. Ft hane ob rem in termino gene-~
rali fda(— lx)", [ designat logarithmum hyperbolicum. Ul
nunc appareat, quomodo haec formula quemvis terminum
pracbeat, sit n— 3, habebitur [da(— lz)? = —ax(lx)®
~+ 3x ({z)* —6wlx 4~ Gx; constantis additione opus non
est. Ponatur ergo x —— 1: proveniet terminus tertius — 6.
Omnes enim termini in quibus est [z evanescent, quia /1 =0.
Simili modo omnes termini numeros integros hahentes eruun-
tur. Sed qui valor sit eorum, quorum indices sunt numeri
fracti, id difficilius eruitur. Deducit enim ad quadraturas

. . . 1 _
CUrvarmum transcendenﬂum, ut terminus ordme-—z-detemmna-

tur a quadratura curvae, ad quam est ¥y-Hix =0, cum
iamen ecundem ante a quadratura circuli pendere deprehen-
derim. Verum tamen alia mihi i msuper est methodus eosdem
terminos ad curvarmm algebraicarum- ‘quadraturas reducendl
quae hoc theoremate continetur: Terminus, cujus index est
p:q, aequalis est

{/(1 2.3...0) [(Z+41) ( 24 1) (“P+1)... 24 1)]-
(oo ~)?){ fta - 7)o fao ot~ — et}

L&
quae expressie aequivalet huic fdx(— lc)7. Ponatur ex. ar.
P=1 et ¢ =2 ut terminus ordine % inveniatur, abibit for-

ma generalis in V1 2fdeV (&~ zx); sed jam oslcnsum
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est 2fdx ]/(m — @z} dare aream circuli diametr1 1, quare
inserie 1 +1.2 4+ 1.2.34+1.2.3.4 | ete. terminus cujus
index est % aequalis est radici quadratae ex circulo cujus
diameter est 1. Gum igitur fda(— [2)" sit terminus generalis,
seu terminus ordine n hujus seriei, habeo fdae(—lz)* - 1.2.3...n,
quod in serierum hanc- includentium terminis generalibus
inveniendis magni est momenti. Nec minus hoe
Sdz{—lxym+n

m.m-+1.m 4 2., m+n—'ﬁ5(‘11—x}_m~1 Maxime univer-

sale et latissime patens est hoc theorema
gt jdz(—iz)

U8 (f+28) (/4 3g)...(f+ng)=
unde facile fluit hoc: ‘

(S8 (f428)....(f+ng) — (R4 DE) f2? Fdx (1 — 2"
BB (20 .. Gdnk) LU fh (i )g) 5T I dz (1 — z)?
Ex hoc theoremate facile est invenire omninm hujusmodi se-

(1) /2" I da(i—a)?

rierdm, quarum termini sunt facta, in quae ingrediuntur
quantitates in arithmetica progressione progredientes, termi-
nos generales. Ut proposita sit haec progressio, de qua nuper
mentionem feci; -% o —l—z g 30 - ete.
Hujus terminus ordine n. est
n.2n.3n.. .10 .

(-1} Qa1 Br1). . {naf-1)

Hunc comparo cum

(ft+8) f+28)(f+38)...(f+ng)
GHREFINGT SR .. (pnk)
quae formula ut in illam transmutetur, oportet sit f=10,
g—=net =1, k—n. His valoribus substitutis prodit

LS

1
2.2n.30n....0n0 . (1+n+nn)/.:cﬁdx (A—x)?
(4D Qut-DGr+1). ... (an4- 0™ (ra-mydfz (i —r

ey -

T

id quod’ est ?Lermjnus generalis provressionis propositae. Hstau-
(1 —axyr+i
n+1
s ut posfco ©—90, totum eva-

tem da (‘l — )" integ1 abile, 1ntegrale enim est C—
Constans € dehet esse — —— + :

m,scat Ponatur nunc » = 1, ut principio monui, prodibit C

seu ——I—_l’ est igitur (nn -+ n.)fda; (1t —xi” =n, et ideo ter-

‘minus generalis seriei propositae hanc hab'et formam .-

1
( +n+ﬂn)fmndw(l wm)n
Sit n == 3, ut terminus tfertius ?—E% prodeat ; habebitur

4

—sjae"l_‘dm (1 — a)°= Eaﬁ——

39 1 3 19 3
09 o3 dpos S,
7T et — =

_ 13 39 .
ponaiur ®— - 1, habehltur —— -_J— -13 1 =g = ter

1
mino tertie. Quaero terminum ordine E s flat ergo no=

?3
habebitur ’
%f:cm da(1 —-a:)%-'__— c—3 (1 ;_m)%_;[_i_’*(i — m)%——(l -:n)%-

7

Ergo C est = E—»——|—1 Ponatur # — 1, restabit solum C,

seu — ———[— 1 — —- Algebraice ergo hic terminus ordine
. o o e i 1 1

-2~ dar1 potest, neec non u, quorum indices sunt 37 4’ F etc.

omnes numeris exprimi possunt; qui autem quanti sint, alio
modo vix fortasse inveniri posset. Hic autem observo hunc

. . 1 . .
terminun ordine - aequalem esse termine ordine 2, et

generaliter terminus ordine —- aequalis est termino ordine n.

Haec fere constituunt unum’ genus progressionum, ad quod
mea methodus deduxit; multa quoque ejus ope in seriebus

summandis detexi, et praecipue terminis summatoriis inve-
Corr. math. et phys, T. I, 2
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niendis omnium earum progressionum,- in quarum terminis
generalibus exponens vel index in denominatorem ingredituy,
ut in progressione harmonica. Sed de his alio tempore, si
placuerit, scripturus sum.

Nihil prorsus invenire potui, quod ad Ferinatianam oh-

servalionem spectarel. - Sed nmondum prorsus persnasus sum,
quomodo sola inductione id inferre legitime potuerit, cum

&X
certus sim ipsum numeris in formula 2* loco « substituen-
dis mec ad senmarium quidem pervenisse. — Haec igitur be-

nevole accipias enixe rogo et favere pergas, Vir Celeberrime,

Tibi obstrictissimo

Iulero.

LETTRE IV.

Gorosacu a3 Evurw ks

Sommarre, Sur la méthode d’Euler pour trouver les termes généraux des

suites, Sur le théoréme de Fermat,

Moscuae 22 Man 1730,
Egregia Teque auctore digna judico quae secundis litteris
mecum de terminis generalibus serierum communicasti; hoe
tantum 1n methodo Tua cavendum mihi videtur, ne assumta
integralis /Pdz utrovis modo, hoc est, tam posita £—20,
quam posita ¢ == 1, in nihilum abeal. Deinde sponte moneo,

. R ) 2.4 3.6.9
termamnn generalem seriei --— il —_
3 Ry T7.q0 e, quem

pro exponentibus non integris dederam, non guadrare, faten-
dum tamen est terminum generalem ejusmodi

2n;}_5fdw (1 — :L')"]/m,

ut intelligibilis fiat in seriem infinitam consueto more resolvi
+*




