"*'5@‘ VARIAE OBSERVATIONES
VARIAE OBSERVATIONES

- CIRCA

SERIES INFINITAS

Lemb. ,Eule_r.

\ bieraationes, quas hic. prof“erre conflitui, plerumaque
circa einsmodi feries verfantur , quae prorfus funt
diverfae 2b iis, quae etiamnum tracari funt {fo~ . -

litae. " Cum enim . adhuc nullae aliae feries fint confidera-
tae, nifi quarum vel terminus genemhs effet datus, vel
lex faItem, qua ex datis aliquot terminis fequentes T oy
-uenire liceret; ita hic ejusmodi potiffimum feries fum
. contemplaturus, quae neque terminum generalem proprie
fic diGum, neque legem continuationis aguofcant; fed
quatum natura per alias conditiones - determinetur. De
~ huiusmodi ergo feriebus eo magis erit miranduin, f fum- -
mari poterunt;, cum ad methodos - fimmandi adhuc co~
gnitas neceffario wel' terminus generalls, vel lex pro-, '
greflionis requiratur ; quibus deficientibus vix alia via patere
videatur, qua ad fummas cognofcendas pertingere queas=,
mus. _Ad has antem obferuanones me pecuharrs feries a
 Cel. Goldbach mecum comminicata deduxit, cuius fam-
mationem  maxime admirandam Viri Celeb. pcrmlﬁ'u hic
prlmo loco fum demonﬁraturus. -

Theo-
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Thecrema T.
Huius Jeriei in infinitum continuatae
§+&{+é+f%+i%+ﬁxs+§§ "5—%”{‘ ete.

clins denomindiores wnitate aulhi dant ommes numeros ., gug
Junt poseflates wel fecundi wel altioris cuiusuis ordinis nu-
mierovum integyorum , cuiusgue adeo terminys quisque expyimi=

I . _ .
tur bac formula ———=, denotantibus m ef n mumeros in-
i m—1x g PN

-

tegros wnitate majores ;) buius feriei autem fumma off =x.

Demonftratio.

Hoc eft Theorema a Celeh. Goldbach primum me-
cum commpicatumy quod me -etiam ad fequentes pro-
Jpofitiones manudugit. Ex infpectione autem huius feriei
‘fitife mntelljgitur, ‘quam irregulariter ea progrediatur, et
propterea quisque in his' rebus verfatus maxime moddm
admirabitur, quo Vir Celeh, fummam huius fingularis fe-
riel indenit; fequenti vero modo mihi hoe Theoréma
. demonflranit. Sit o |
e o R e o Rt it B nt T O SR TSR
A i o ‘ ’ '
deinde cum {it . e

=i S L et
etit hanc feriem ab illa auferendo
T LT i - b - & e ete
ex denominatoribus ergo ‘exclufi funt omnes poteflates
binarii cum binario ipfo; religni vero numeri omnes oc—
- currunt. ]

Townl X, - ‘X o Ab
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" Ab hac ferie porro fubtrahit hanc
| 1-’—-";—1— +~7+r+m+€tc-
et reftabit _
X—T =12 g +:+7+ -—I—u+ ete.,
denuoquc fubtrahit |
1=t ,-f—%-:,s - etc.’

x-—:-— — -5 + +1~54“+" ctc. : -

- Atque fimili modo omnes reliquos. terminos. fucceﬁjm:

tollendo reperxetur tandem .
X—I—L—i-l—l—IgfC, Z2X

fen | :

B D B ot o S

enius progrefﬁoms denominatores vnitate aucti dant omnes; -
numeros, qui non funt potcﬁates. Quare {i ifta ferles._
~4b initio affumta .

PETORREIEEL I R E 8 —+-,,+u -+ etc..
ﬁﬂ)trahatur , relinquetut

R g et

euius feriei 1g1tur, in qua denominatores vnitate: auc‘h_ e

dant1omnes omnino poteftates - NUMErOrNM. iNtEZrOMIM 4
fumma eft —1. Q. E. L

£
=

Theoremé 2,
Huius i'enel 111 infinitumn  continuatae
’§+ +Ss+§l+ +E‘§+€tc~
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suins denominatores Vnitate andti dant omnes poteftates
pares, fumma eft —=/2; atque hnius feriei

_ # - # - w —d—w — ete. —
jn infinitum continuatae, cuius denominatores wnitate att-
&i dant omnes poteflates impares, fumma aequalis oft
1—/2. Quarum f{erierum prioris terminus quisquc eft

(2”-—-2——2 =Y pofterioris vero terminus thbet lmc con- |
finetur formula - ( — ) rctmentxbus m et n Prae..
cedentes valores. |

Demonflratio.

-Confideretur fequens feries, cuius fumma ponatur x P
r=it+itrtitn-ta-tes - etc.
Jam cum fit '
I=—z-% "I‘ T4z - ete.
fublata hac ferie ab illa prodibit fequens
- w-r=i S RS-t
u qua fubtrahatur
. F=% 7 §E+E}a+5t¢-

erit’

| X—1—1—
fimili modo ob

| e sdes A etC.

za +:.+n - '+' ete, -

 Erit

x_ I _“"_;::‘n "+"u +Tr+ etc
X2 Omni-
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Omnibus ‘ergo. terminis hoc modo- fubfatis prodibit ;
x-—-——:I"‘{"' + "I“:x""l"zs""—':r"'l"'w"{_ctc""” S
cnius denorninatores: conftituunt friem: naturalem nume-
. rorum’ Jmpanum exceptis iis, qui wvnitate audti funt po-
~ teflates, vii ex forma,tlons hmus fl‘:ﬂei 1ntrelhg1ttgr. cum
yero. ﬁﬂ: R : Sy
- Zz'-“"‘xu-"-—ia’ ,,-r—f H»}- —-{—E—{— etc.
atque
¥=: 3 + + —1-6’EC-
erit p—x —+—E+ et e R Efeetc, —Jz,

/
llo ergo pro x inuento valore - fublato ab- 1ﬁo, in qu@
omnes omnino numeti- impares occurrunt, reﬁablt

T O:;+F+Is +sx+§’s CtC. —121
feuifta

12:;+"+ - sx—F- +efc . :
cuius feriei denominatores fimr ji numeri 1mpares, qu1
vnitate aucti dant omnes poteﬂates pares. © Huius ergo

_ferxc1 fumma eﬁ l 2y p}.out in’ propoﬁtlone cft affértum,
Q. E. Vaum....- -

Cund vero praecedens T heoréma fit
I:;'_}— +F+Is+2++'—6+ +55+efc'
"~ ybi denominatores vnitate audti.dant omnes . NIMeros,

qui funt poteflates tam .pares quam 1mpares, habebxtur
JLlla ferjc ab hac demta L

I'_"'Z U+a4+nﬁ‘+4§'+6tc
cQius denommatores adeo, funt ii numeu pares, qu1 Vn1~
: tatcaué’a dant omnes poteﬁates lmpares,. Q. E. Alterym.
‘ _ P | ’Theo-
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Theorema 3, .

Pq/'to 4 pro perzpbgrza czmzlz, cuins dzczmam' eﬁ‘ 1,
erit y
f:x-——- *’;"‘“{"2‘8‘ — 155~ ixt z§z+a.—§;—-5§g~ct¢.
cuit's ferie denommartafes ﬁmt numer pariter paves, vni-
tate wel maiores vel minores quam potefiates mumerorum
imparium. Illae autem fraltiones, quarum  denominatores
wnjtate excedunt patcgﬂdte,r f ignum habent -t~ wlzgucze [‘ Fe
oum —1,
L Demonﬂratio,

Cu,m fit S

=1 -t el +——etc.
cuius feriei eaé ﬁ‘aétxones, quarum denominatores thafe
deficiunt a numeris, pariter paribus, fignum habent — 1,
relignae fighum —~. Ad illam feriem vero addatm haec
geometrica

exit
%T.
v
erjt
qr"l‘! ‘I—I—"_TE‘_‘I—U 7z ~-etc. -
in qua ferie nec g; et 5 nec eorundem poteftates ams<
plius infunt’, fimili modo 7 einsque poteftates . tollentur
addendo hanc feriem
;:; 23— etc. ' .
S X3 T eritque
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eritque o L
_ m"l‘i“—t"i“ X b R e et L
‘Pari modo tollendo ‘reliquos terminos, qui non funt § Imu_
teftates; fimul enim poteftates toiluntur,- prodibit tandems
_ m"I": +"i+ «irl"l"i"li‘—lixi‘"l"‘ i’ﬁ_l—“ E —ﬂt{:..._.l
fen .

Fo= T~} ""a++"s""3'e“ —ts BfC, '
@b binos terminos fefe plerumque. deﬁruentes, ita vt foli .
fuperfint, qui folitarii eranti folitariae autem erant eae
frationes,, quarum -denomindtores, qui femper prodierant
pariter pares, wnitate vel aucti vel minuti poteflates nu-
merorum imparium ‘efficiebant. -Signa vero horum ter- -
minosum legem feruant pr'aeﬁnptamm Q E D. .

“Theorema 4,
Denamnte w U ante perzpbemzm circuli cuius dames
ey gi —zx, it

T"_%::I Th-l_n-u- 3% CtC, '
cuius jerzez denominatores omnes ﬁmz‘ numers pamm- pares
- wyitate vel maiores wel minores , quam _,po;‘g/iqtes numerorum:
- dmparium non guadratae;y dique illae fractiones quarim de-
nominatores wnitate fuperant tales poveflates, fignum babent
5 veliguae quarwn denominatores deficiut’ ab Jbuinsmods -
poefatibus non quadratis fignum babent—.

Demonftratio.
" Per ‘Theorema praccedens rertinm. muemmus
T=I—3—f& k-t F—ds—s—ar B

is qua ferie primo occurrunt denommatoreb, qui ab omni-
- - | ‘ - bus
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bus quadratis, imparibus: vnitate: deficiunt, eaeque. fradtio~
nes. omnes, habent: fignum. idem. —. Cum vero fit

:"l"' O fae b by b a+~zx - EtC. =53
habebitur loco. harnm. fractionum. omniiin fubﬁuuendo

fEquens, forma: :
m'_...x I+!! ;++nu+3:+ cic.

feu:. |
l ) ;""::l&' :n++=4++’§+;- etc..

cuiiis, (ériei - denominatores. funt. numeri pariter -pares. velf
vnitate maiores. vel minores. quam: poteﬁatcs NUIMEroLuiT
impatiom non: quadratae » Ob: quadlatas fam exclufiss. -
atque: prout: vnitate, funt. vel maiores. vel minores; fractio~
1BEs: emam, habcnt fignum, 4= vel —. Q_ E. D.

Corollarium: F,,

Ad ﬁ:u_em ergo: continnandam. omniiim: NuUMerorunmy
impanum qui. non. funt: poteftates. fumendae. {unt: pote~
fiates. exponentium: impariunr, eacque: vnitate: vel augen-
dae. vel.minuendae, quo-prodeant numeri pariter-pares,. qui
erunt: dcnomir;atores, feriei. innentae:. fernata. fignorum, pes
gula.. ‘ ) o

Corollariom: 2, |
Cimm. autern; omnis. numerns. impar- vel' it 4m—=x
well 4m~1- 1, poteftates. antem exponentivm. imparinm
_ 4m— L ortorumy, fi wnitate: augeantur, illae:autem,, quae:
a. 4w 1 orintur fi vnitats minvantur-, dent: numetos.
pariter: pares; aequabitor "‘-—; feriei. terminorum:. quii

¥

QmCs; in: Bac: forma continentur ,, demr-

Cota

(4:%-1)"“*"* -+ &
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- ' »- - o .y‘ .,I . . ) ’-
q ferie fe noxum in hac rma - ‘ -
ta ferie. termi  hac fo (%m iy Conr

-tentmum vbi loco m et m.omnes mumeri- mtegn af-
firmatini accipi debent praeter. eos, qm vel 4m—% vel
e X0 famunt pote{’cates.

: - Corollarlum 3.

Aequabityr’ ergo- F—F aggregato fequentmm ferlerum '
;nﬁmtamm

) 3314_,‘—1—35;1—4—37_1.1-4—1,_{_:—1— etc.
'_53:-'1__-551——1-‘571-'—1"‘59.1_1 - etc.
sl f’-I:%— S =rhy i =] ~+ i - etc.”
+ "1“115_*_,—1-'“?’_*.,1 '+‘ns+: -»-1—etc. " .
e —1—- etc. - |

IB¥ 1 155—-!

~

+ I.Z__I_r"_l'- 155+I+15'7"+-I + “9,_!_.: + et(:o L
CtC. etC. '

L R Co
Corollanum 4 |
| Hac. ergo ferie eotsque continuata, donec denomx—
natorcs fiant malores quam_ 100000 ‘habebitur F—%—
—a =T 2-1-4-'_'1"' sH-—l—' ies 1 s —mie W
"]"sm — 5575 +ux'ﬂf ‘-l—'TB'E’F —t-sbee — aEeE

R T b
Corollarium S, \
Cum omnes dcnommatorcs per 4 dividi’ poﬂint exit

'z‘rza—l-;.‘g.—&—u—a—n + —sh— Tt Qetc-
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Quae feries ideo notari meretur, quod eius duo primi
fermini iam dent Archimedis propmtlonem peripheriae
circuli ad dnametrum.

‘Theorema ¢,
Retinenie = priorem fignificationem, erit
F—le= —s-i—n—-}—m-i—m-%—m—i—m i ete.
euins feriei bacc eft lex , vt numeri medii inter binos deng~
shinatores binavio diffeventes, feilicet 27, 243, 343, el
fint. poteflates exponentium imparium ortac a numeris o
paml:m quae wnitate auflae fint per 4 divifibiles feu nu-
neri parzter pcw.r.

T P Pemondtratio,s
Cum per Theorema tertivm fit

f:r-— -——E—-i—ﬂ —q5 €fC,
fiattionum figno — affe@arum denominatores fint numeri
PEL[‘ITG[‘ pares vnitate dcficientes a poteftatibus numerornm
imparium ; fractionum vero figno ~ afftdtarum denomi~
matores funt quoque pariter pares wnitate ‘fuperantes po-
teftates numerorum imparium; atque praeterea fit per
Theorema fecundum

1“12:§+24+—s+1+w -+ etc'

cnius feriei denominatores deficiunt wnitate ab omnibus -

potentiis numerorum imparium ; haec feries compledtetur
omnes terminos illius figno — aff‘eé’cos, et practerea fra=
¢tiones denominatores habentes | 1mpar1ter pares vnitate
deficientes a pﬁtcﬁaubus numerorum imparium.  Quare

Tom. IX., Y - fi haec




 teftates.

oriuntur -ex hac forma ¢

2

.
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G haec feries<ad illam addatur prodibit -

e R iea-aat st M N
cuing binae fradtiones erunt ita comparatac, vt prioris’
denominator fit numerus impdriter par, pofterioris bina=
rio maior pariter par,- mediusque nUMmMEHS inter binos
huiusmodi denominatores fit poteftas dumeri imparis;

‘quae ergo poteftas wnitate au@a dare debet numerum
pariter parem. Q. E. D.- S o

~ Corollarium 1, o
. Quiz hae potefates numerorum imparium ita funt

. comparatae,- vt -voitate aundtae’ fiant per 4 dinifibiles 5 -

erunt eae poteftates imparium dimenfionum., -quae oriun- -
tur a numeris huius formae 47— 1 qui ipfi non fant po~ -

- Corollarium 2, -
'Si ergo omnes fumantur pumeri huius formae -4 |
—1, quae non fint poteftates, eorumque capidntur omnes
poteftates exponentium imparium; hae poteftates vnitate
tam auctze quam minutae dabmnt ofnes fractionum -
Yiéi inuentac denomivatores. . . B
.~ Cotollarmum 3,
Si pinae fraiiones in vnam coalefcant erit
Tl R S sl et

Quse feries formabitut fimendis omnibus frationibus, quae

2 7, | 2N ‘
47524; I )4.?'1?-!-: e fubftituendo
- | . - loco

;
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loco m et n omnes numeros integros fucceffive practer
eos ipfius  valores, qui reddant 4m—1 poteftatem.

ris .
- . The01 ema 6¢
08 Seriei huius ] ' \
5; . +T+Ec+zss+r+ + en" o ' : oo
m lins demmma;‘ore.r vnitate aitti dant omnia guadrata gudg |
' - firmld Junt altiores poteflates; buius inguam feriei in -infini- ?
tum congimuatae fumma et 1—7 : demotante ™ peripheriam
’ czrmlz, cuius diameter — 1.
, | Demorniftratio.
- - Hoc quoque Theorema a Cel. Goldbachio, verum ﬁne | |
- demonfiratione accepi, atque iisdem quibus ante veftigiis ’
- infitens hanc inueni demonflrationem. Cum ante ali-
-quot annos incidiffem in huius feriei ‘
_ , I+’+‘+Jw+,‘++et0-
% fummam —7%, hanc ipfam feriem ita fum contemplatus
' e T e +;5+=;+"r"|"etc

Tam cum fit
s/t~ i —Fcte.
i R atque : .
B b o - s =5t 5 1 ete.
" fimilique modo '
= sz - sir — etC, et — & —}- etc.
i loco harum ferierum geometrlcarum fubﬁltuantur ﬁlm-i
mie pr0d1b1t :

B g

I+ + +z++35+"ﬂ'+3’- etc' T
'Y 2 e
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vi

cuius feneL denommatores vmtatc -audki dant ommcs §T

- mesos. quadeatos, praeter €os, qui fimul fint alius fpe~

ciei poteftates. Cum autem ﬁ.lmcndls omnino quadrmg:

-vnitate minutis it

Hmt N A RE | +n¢+s?+43+r+m ett'
Pxouemet ab hac foperioremr feriem fubmsahendo

'q 7;:116 .'l"‘r"i"yo"l"“g”"’l"'etcu B

qu1 denominatorcs. vnitate aucti - dant omnes. numer(ﬁs
quadratos,. qui fimul funt alius gerreris poteﬁates. QPE.ID;ﬁ

- Conftitrunt haec fex theoremata alterum oBf’eruauGrﬂ-

_nwm iflarum partenv, quibus fcificet feries additione fubs

tba&mneue terminorum ortae funt confideratae. Sequen-

‘tia vero theoremata circa feries, quorum termini.. in* &

inpicem. muinphcanmn, verfabuntur; megue minus- -erunt
admirabilia, quam praccedentia, cum in iis pariter lex
Pfogreﬂionis tantopere  fit irregularis. Disceimen autems

in hoc potiffimum erit pofitum, -quod. in theorematis

praecedenmbus progreffio. terminorum fecuta fic feriem po=
teftatum , quae per fe eft maxime irregularisy in hisawm-
tem termini progrediantur fecundum nNUMEros primosy
guorgm  progreffio non. minus eff abfirufa.

Theorema 7, e
Fagtum  sontimum in infinitum ex - Bis - frattionibus.

2. 305 7 B1-13,17- 19

rsrararwrararll T mzmemfores funt  ommes  mimer§

primi , denospinatores oero wmitate di et a ﬁumemtamﬁzw

Hoc fattum inquam aequale eff fimmas buins forici

LRt 10 ok £0 S + ~¥ e
eﬂguﬁ aceo {rfnitum.

Demon=
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- Demonftratio. |
Nam fit g ' . _ ¢
N2 T iy i3 - ete
o SXZT Lot - ete.
qua- feri¢ ab illa demta reftat o
T srmr i A ete S
iff qua“muili* amplius denominatores pares -infunt. Ab.
hac denuo auferatur ifta feries ‘
- IR R A ete
reftabit =~ ' L -'
Joe B FRTY Al b g e - etes
in. scnius. denominatoribus néc per 2 nec per g diuifibi=
les reperinntur. Quo autem etiam numeri per 5 druifi-
biles egrediantur, fubtrahatur iffta feries
PRI S - e et
reflabitque A R
N SRS g 4 ete
Atque fimili modo tollendis omnibus terminis tum per 4

(UM per rx eic. omfesque numeros primos dinifibilibus
tandem reperietur o

L.2:4.5. 7012 16.18. 22. #fe, .
2+ 8.5 7.1k 13.T7. 15, 27, E1C. Pl

Quare cum fit , .
E=T b g i L 2 - et

erif _
R b nt T SRS WE I pY T o
| , ,

Y3 S
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cuius. expre(ﬁoms numcxatores conflituunt  progreffionem
numerorum pnmornm, denominatores vero vnitate ab
iis deficiomg. " Q. BE. D). Lo

Corollarmm I.

::357:1139?8

Expreﬂiones ergo & s 56 100 xa e, valor eft mﬁmtus,
et pofite abfolute infinito —ev, erit iftius “expreflionis
valor —=/cv, quod infinitum 1nter omnes mﬁmn potefta- .
fes eft’ minimurm. = R

Corollarlum 2,

' g. 45 efe. ‘
Cam vero haec expreffio TR ﬁmtumf

habeat valorem fcilicet- 2 ; fequitur infinities. plures effle ~
NUMeros: pnmos quam quadratas, in ferle omnium om=-:
mno “numerorum. \ : :

Cor ollarlum 3,

—~. Vernm etiam hinc intelligitur infinities - pauciores
extare numeros primos, quam -nuimeros integros; haec” .

enim _expreffio’ Lt e abfolute infinitum habet va-
lorem, cum f{imilis a numeris tantum primis ortae va-
lor fit -logarithmus iftins infioitl,

- Theorema- 8, |
Si ex Jerie mumerorum primorum fequéns formemr ex=

pm’ﬁ" io

!

~

oh gh sh g et
(2"—1)(3"~ I)(S ——I)(7 1)(11 ") efC..

-
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erit el wlar aequali ]v fummae ;’Jmus ferz.ez

"l" ..|- n-!--—- 5n+ +€t€’-

Sit . - .
- > SR :
S + —1——‘ g - ete.

Demonf_tratio.

erit |
r I 1 I, - _
PELEP TN "+6" ge. ot
vnde oritur
(2”1
—)x_I—I— St n—l—ctc-
Porro eft |
(2"—1) 1 .
S —— —"—+ n—’l—- n+€tc-
2 3 -
vnde fier g
(2"—1) (3"—1) I s S
— 33,, x::-{—~——+-~ ~ etc.
Similibus - ergo operationibus pro fi nguhs numeris primis
inftitutis omnes feriei termini praeter primum toIIentur,
. reperxeturquc

I € e 1 —I)(s "—1)(7"1) (1 17-1) etc, .
: T 2t 3" LR 1" etc. ™
et loco & ferie reflituta fie -
2" 3" 5" gt 11" etc,

4,2 =) (3" 1) (5"—1)(7"—1) (11%—1) etc.

- . %
N
/
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T T R A S
e +“§i+ ?4—-'"5;—%-7‘; —i"‘ 6?‘?5
Q. E.D. R | |
- Corollrium .
- Com pofito n—=2 fit 1~} &+ ete. =%
denotante 7 peripheriam. circuli, cuius diameter eft 1,
erit - : SRR

4. W 5. 40. T2T. x60. €fC. . m®
%. 8. 24+ 4#. 120. 168. .efe, = T ¢

- fes _ S : . i 1
gD 2 2 %0 Fe §e 5 7y 7. 13l t1. 010 U7
& =173 2 4w 4. 6. G 8o.10, f2. €16.°

Corollarium 2,
Cum praeterea pofio n=4 fit . .
R EH AR A ae =R

r

' »

erie .
CgrF ke &5 0. 0. 25.25. 40, 49, 127, 121, . €fC. '
B3 — 3, 5. 8, 10. 24. 26. 48. 50. 120, r2z. ETC.

Hac igitur expreffione ‘per illam diuifa prodie
m?_ 4. 0. 25. 40. 121. 168, €lC.
— T =3 .10. 26. 50, 122, 170. €1C,"
: .

- et ThEOfema 9* L . '. . )
'Si quadrata numerorum prifiioyum imparium omnium
vefoluantur in duas partes wmitate a Je imuicem differentes,
- Darumque partium impares Sfumantur pro numsratopibus., pa=-
ves wero pro demominatortbus feriei ex faltoribus compofitae

§:17.25. 6r g5et4s, ele. o oo

walor buins exproffionis erll L e s, €. —3

-




* 5
I, ?
¥
T
i
!
LN
n '
’.
¢ N
P
’

syt e Fnks

T

CIRCA SERIES INFINITSS.  x77

Demorftratio.
Per theorematis praecedentis Coroll. ¥, habermus
’JIE____»I-- 0. %5. 40, ¥21. 16h. 289. efC.
£ —3.8.24. 43. 170, I63. 258, €fC.”

At in Coroll. 2. fequentem elicujmus 2equationem

W% __ 4. 0. 25. 40, 21. 169, z80.- BlC
5 ~—3. 10. 26. 50. 122, 170. 290 ete,

Quarmm expreffionum fi illa per hanc dinidatur, n ex

calculo egredietur, habebiturque

s 5. 10. 26. go. rzz. ¥70. 2p0. efe,
Z—g..8, 2. 4B. 120. 168. 248, eto,

!

cuius expreflionis nuineratores funt nitate maiores quam
quadlata numerorum pnmorum denominatores vero vhi-
tate minores. Si ergo vtrinque per  dividatur fingulaée
que fra@iones per 2 deprimantur, habebitur

T 5.1%7.25.61.85.145, efc
g — 4.12.24. G0s 544 T4 €3C,

vbi numeratores funt vnitate maiores quam denommato—-‘
yes respondentes, atque quisque numerator cum fio de~

nominatore facit quadratum numeri pnrru 1mpar15, ob fub~

latum dinifione quadratum numeri primi paris 2. Q. E. 1.

"Theorema To0.

Si m wt batlemis fignificet peripberiam civeuli; cuius -

diameter eff ——1, erit

'713 90. 224,440, 24 728, Efe,
32 —— BI.275.441.625. 72p. etel

S
cuins expf‘eﬁ" onis  denominatores. Junt quadrate  wumerorum
zmpamm HOR przmomm numeratores ey fu_mtczte WInores.

Demonfiratio.
A Walli f i habetur fequens expreflio pro m, nempe

oo E: 24. 4§, 80. 130. 163. ete,
F 779, 25. 49. 81+ 3214 1635, e;tc

Tam. IX Z | quae
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quae fra&iones: ex ommbus ORI qu*{dratis lmparlbuﬁ;

formantar:.. - Per Coroll. 1. vero Theor. 8 erat-

'.m i Qv 25. #p. 32T% 180, ef’c
. & 3. t. 24v 48, 120168, ElCe

1

ﬁ‘ue; .

' "-"l‘2 — 25 40w 12T, 16e 2808 efes,
B TTNEY 24 480 T20.0 368, 246 e1e..

quae fraé’tlones ex. fohs numererwn primorum . iroparivie
quadmtts funt. formatae.. Si ianp hae: duae: e;zpreﬂiones; '
ini f& mutuo: ducantur' prodibit: - :

S 80y 224% 440, G24. 728, ef‘e

et T 225..448. 525, 720, ete.. N -
e quae ideor fra@iones. quadrata. NUMEroILm. Jmpanum 1101311
‘primorum fcquuntuf;,, Q. E. D.

| - Fheorema 171, Lo
Swfzz‘a' % pm‘ pef"z_pbfrm czrcufz,. cmm; a’mﬂeter qﬂ‘ 1,,,
ei‘z?f _

M Fi_g P TN 1Z..17% 16 2%, GHED.
4-""4451212162024 ete,.

CUils: exp?’ef OMis MUmMErItores . con ﬁztmmt progwﬁ" briens tusme=
Voruin: primovunys dempminatores vevo' funt mumeri. pmﬂﬁ‘é;”
| pares: vnitate wel maiores, wel: minores quczm ﬂumemtw’e.ﬁ':
wfpona’eﬁte;. '

| D‘emonﬁratibz,
Cum it
oL '\gw_ﬁl'_'s,"']'-“s I_,_p;_ E T © u.r' eﬁcﬂ
erll T ,
':!? '?'r:;‘ 9+?s= nr-:j:-‘ﬁta-'
quibus: fenebus additis: fit: . -'.‘J '
et 2 S N IO etco- .
= : Deinde:
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Peinde eft

51539 F—F £33

1L Tl A ke et
qua fublata prodi ' -

e 4 Mo T b4 4
i s T e e el

in qua ferie nulli amplius occurrunt . denominatores vel

per g vel per % dinifibiles. ~ Simili ‘wmodo xollentux
omnes per 7 diuifibiles addendo

1 b Me—1 1 Y efe,
7 5.5°F — @ B ¥T- etc.

prodibit autem - a B

=L TR ok S
Perfpicitur autem denominatores per NumMErtm primum
hnins formae 47— x- dinifibiles tolli additione, vude ifte

nowus faltor = accedit: :denominatores ‘vero per nu-
merum primum formae- 4%— 1 " diuifibiles tolli fubtra~-

41

«&tione, wnde mouus faftor ifte g adiicietur. Horum er-

- go faorum fucceffine addendorum Jdonominatores erunt -
numeri primi, mumeratores ¥ero mumeri paricer pares voi- .

tate wél maiores wel ininores quam denominatores. - Hoc
ergo modo fi aufergntur omines genmini ileriei dnitio af-
fumtae, prodibit zindem a

‘ @10, 24, 20. 16. 12..72, B 4. 4. f‘rl‘_..I .
gtc. 23. 19 17.J3.11. 7,5, 3. & e

Fx qua oritur
’ M35 7-11.75.37. 10 23, -efc. Q E D )

F 4. 8. 0% 12,16, 20,24, €16

"Theorema 12,
S omnes wumerl primi impares in duas partes vni-
Bate @ fe inuwicem differentes dividaniur .atque paytes pares
- : 2 - Jus

ra
i




186~ VARIAE OBSERVATIONES: "

+ fumantur pro mumeyatoribus , impayes vero pro denominatori-
bus, erig fallum continuum’ :

: ' 2. 2, 4. 6. 6. 8. 10, 2, €fC

I e §. & 70§ 9. 11 efg, —

2.

-+ Demonftratio. . L
Cum fit per Theorema praccedens J = 2522
C o erit '_ N ._ -
‘ 36 4 Ao 4. 4. 8. 5. T2, ¥2. 12, Y2, X6, 16, CTC,
T2 %% B« 5+ §. e 7+ 1M, II1..13. 13 17. I7 etc.* .

At ex Coroll. x. Theor. 8. fi per § multiplicetur habe-
tur L -

. —

m? 5. 3. 5. 5. 7. ¢ 11. 11, 13- 13, efe. . -
* T2, & 4, 6: Gt 8. 10. I2,.T2. 14, €1C.

quarum’ expreffionum vtraque. per numeros primos. ime
pares formatur. Si ergo hae in fe. inuicem multiplicen~-
tur, prioris denominator deftruet fumeratorem - pofterio-
ris, atque praeterea tam eX. illivs ﬁurheratore quam hu-
ius denominmatore medietas terminorum apferetur. Prow
-dibifc fcilicet - . ' :

i 4. 4 p. 12, T2: TG, 20, 24, O .

—— 2. 6. 6. IO. I4. Ebe LH. 22 elc..

. vbi numeratores funt numeri pariter pares, denominatores
weroimpariter pares vtrique vnitate vel majores vel minores
quam. numeri primi impares, Si ergo fingulae - fractio-
nes- per binarium deprimantur, numerator- continebit nu-
meros pares, denomipator vero impares, atque’ bini re-
fpondentes et .vnitate a fe inuicem different, et coniun=
@&i nwnerum primum Conftituent.  Habebitur igitur

2, 2, 4. 6. 6 8. 10. 7. elc
I, Fe B 50 70 5o 90 3T, €10

2

i

2=

QED
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- Theorema 13, |

\ Si omnes mumeri impares non primi in dudas partes
disiidantur wnitate @ fe inuicen diffantes barumque pares
pro nymeratoribus impares vero pro dﬂnommatarzbm acci~
pmﬂtur, erit

P 4. 8. 10, T2, [4, 16, §5. 20, 22. 24, €lc,

E % — 5.7 11, 13, 13. 17 17. 1g. 23. 25, é€tc. )
R : Demontratio. -
E; . Cum per # allifii quadraturam -circuli fit g

ar, 2. 2. 4. 4. 6. 6. 8. 8. 7o 15. 12. 12, ele,

': ¥ ——1.3. 3. §-5. 7. 7. 9. 9. 1¥ 1113, el ‘
RN CHIUS expre{ﬁoms fi finguli numeratores ad fuos refpon~
e B dentes denominatores addantur, prodeunt omnes omnino

numeri impares. At quomam " fimilis. CXpleﬁO, fi ex
numeris imparibus primis tantum formatur, aequatur bi-
nario, vti in praecedente Theoremate eft demonfhatum,

quo erat
) 2 2. 4- 6. §. 8. 10, 12. ef¢,
2= I. 3. 3 §. 7-%9- 5. 1. ele, : .
fi illa expreffio per hanc dividatur, proveniet -
T 4. 8. 10- IZ. I4. 16. T8. 20, 22, 23, efc, -
g ¥——3. 7. 11. 13. 13. 17. ¥7 Tp. 23. z5. elc.

qme fimiliter ex numeris imparibus non primis formatur.
Numeratores fcilicet erunt numeri pares, denominatores
vero impares vnitate a numeratoribus diftantes, atque fin-
gull numeratores ad fuos Lefpondentcs denominatores ad-
diti dabunt omaes numeros impares nen primos. Q. E. D.- \

Theorema 14.- :
enotante vt baltenus = czwulz peripheriam cuzm dia-
wmeter ¢fi .1, dico fore :

N3 5 7. ¥1.XF. 17 1o 23. 29. 3X, elc,
T =32, 6 6. XO. 14, T§. 18. 22. 30. 3A. &h¢’

3 k. ' CUils
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ctiius expreffionis numeratores conflituunt Jeriem umeroyum
primorum imparivin., denominatores vero Junt wumers jmpg-

viter pares wnitate ) el mingres el maiores quam numers=
~dores refpondenses. |

Demﬂnﬂratlo,
Per Coroll. Theor. 8. fi per:$ multiplicetur sﬂ

- '17_2_._.3.35577'11 7. w3 03. ete, A
o z++668m:zur+e?c-

in qua numeratores fint numeri primi impares bzs pofiti,
denominatores vere mumeri tam  pariter pares quam
impariter pares, . -waltate wel maiores vel minores quam

ipfi numeri primi. I)emde Theo;eanaie Ir. demo;zﬁr.a—- :
‘uimmus effe : .

o2 5 7 T1. 13, 7. r!p 23. ®te,
T4 4 Be T3.732. 16, 23, 424, PIC,

in qua expreflione numeratores funt numeri prlml impa-

xes {emel pofiti, denominatores vero pumeri pariter pa~
rcs wnitate diftantes 2 numeris primis, ita vt haec ex-
- preflio inpraecedente fit comtenta, Quare Alla cxyxeﬁim
per hanc dividatur prodibiz

AT o Br 5.7 T T30 17, 104 e!‘c.
Z — 2, 6. 6. 10, 14+ 18, 18. ete,

in gqua numeri impares primi numeratores conﬁ:tuunr
denominatores vero funt numeri impariter pares ‘vnitate
el maiores vel. minores quam numeratozres, Q. E D

Theorema 5. -

" Denvtante = pewpbermm cireuli, cuius diameter g/? :
I I erit
7 I+t 1':'_I'- + + ;Ig'_i_'ng.-—._ +:9——} a:+
+2$ 27 ) +g[ —_— '-I" GtC. --

55T %5 7

s Jeriei denomzmtom* ]izm‘ T mpam onmes , ¥a-
: - _ 7
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e fi f ignorum auterny boc' nititur ﬁmdczme;zfm Numeris 'pzﬂz'l--
gos. Puius formae” 4n— datur fighum -3 HUMEVES Pri~
wis autem: buins. formae 4n—-1 fignum —v. Deinde fu '
“eris. compofitis id tribuitur fignum, quod ipfis yatione com- .
pofitionis ex primis cum fuis fignis ﬁaundum multzplzmtzonw
vegulan: competite

Demonfratio.
Quemadmodune vﬁratls hic opemuombasl haec feries
Cr—p-i—it ¥ L% - ete
gonuer(s eft in hanc e}ipleﬁionem PR e ita viciffim
methodus potei’c excogituri, qua hanc expleﬂionem‘

z, g, 7.1r. 17, €leL
G b 8. HZer I2a e.tc.-

m: feriem

R

gransmutare liceat. Atque fis-liaec methodus ad: expref~
fionem theoremate praecedente inuentam:

M T §u 70 1T Y3% 175 efe. _
B.——3. 6. 6. 10. 14, 18. ElCw

adhibeatur, iftx expreffio: abibiv i 1ﬁam feneml propo"
fitamy

Il r-b5-a et
cuius propterea: fumma eft 7. Ad idema poﬂenore col—- ‘
ligere licer, ponendor o

Pt QU U S ;2+;2—!+ S kAt LU
gritque: ' R
’ !x——zr+9_‘“+ +27,+"3‘—' etc.. ]
at*qu& fubtrahendo: prodibit: w
"x-—*'I I"‘l"' kit ﬁtC. '
Deinde

-
{
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‘ Demde cum fimili modo fit

! x:: ‘2$+as+ss. etc'
prodﬂnt addcndo
f:x:_:x-—}— -y — & etC.
Athe fimiliter ommibus tollcndls terminis practer pri-

x,_.a 5. 7. T1. 1. 17.'1p. €¥C. __ ar
z. 6. 6. 10, 14. 18. I8, ETC""'E

Atquc hmc fimul ratio fignorum feriei propoﬁtae colli=

- gitur eadem ipfa, quam defcripﬁmus. Q. E D

) | - Corollarium.
Summa ergo feriei propofitae
R  at

duplo maior eft' quam fomma huius feriei

I—l-i—ii—3 et

Quare cum ipfae fradiones fint vtrinque eaedem, folis

fignis effectum eﬂ vt altera alterivs fit dupla.

Theorema 16,

Pofito ™ ot bczé‘t’enm pro perzpbemz cirenli cuns dm-

metef' eff 1, erit

I=—i-2 s’l—a‘"l‘"a 7'3' -ar‘—}—‘-r‘l“ss ere.
Fmé?zonum autens c_zﬁrmzztzuczmm denominatores Sunt wnitate

EN

minoves quam numeri impares non ‘potefiates ﬁ'azé'z‘zonum.
© qutem negatiuaruin denominatores funt vmitate masores. Cu-

susque - autem . fractionis 'f g congruit cum figno  pumeri
imparis wel wnitate maioris wvel minoris non pateﬁcztzs in
praccedente Theoremate. -

Demon-
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Demonftratio.

Haec ipfa feries oritur ex conuerfione. praecedentis .
{ecundum modum in Theorematis x. 2. 3. vhitatie, quo
continuo progrefliones geometricae vel adduntur - vel de-
folus -primus terminus fuperfit. Q.E.D.

mungnr, quoad f
- Theorema 17, |
Si mumeris imparibus primis buius formae 4981 $¥i-

buatur fignum ——, reliquis buius formae 4n-\-1 fignuns —,
aumeris. vero compofitis. ea fignay quae ipfis per regulas

qultiplicationis ex primis compeiint erit

N o At e LN
qui demominatores funs factq wel £x duobus vel ex 4 Vel
ex 6 wel efc. mumeris primis. ' .

Demontratio.
Cum enim per Theorem. 135 {it - .
T —1fi—itiE ATy Ol
vbi denominatores funt omnes numeri impares et figna
cam tenent legem quam pracferipfimitis; atque practerea fit
. f—r—yei-bAesg—etc
quarum feriefum ii termini figna habent eadem , quorum.
denominatores funt fa@a vel ex binis vel quaternis, vel
fenis etc. numeris primis. His ergo feriebus additis. foliy
ifti termini remancbunt, dinifioneque facta per 2 erit -
O B R it o
quae eft ipfa feries propofita, atque ex lege fignorum firuf
fequitur , eas fractiones habere fignum -, quarum denomi~,
patoges in hac forma 4#-i-1 continentur ; reliquas fighum —~: .
Tom. IX. Aa o Co-
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- Corollariums .
| §i ab huius theorematis ferie fubtrabatur ifa
qr_dI"'I"l"s 7"‘“‘9 r—l‘r""‘ etc. . .

g:;' :+r¢+:s ” . :; th; ' ) .
cuius denominatoris funt vel ipfi numeri primi vel fadta exx
ternis vel quinis vel etc. ij vero qui funt formae 4#--1 fi=

':gnum hztbcnt == rehqm formae 4n+ T ﬁgnum e

A heorema 8.

Si ammbus aurieris: primis tribuatuy fignum — , cuigue’
wero numero compofito id fignur gqued ipf Jecundum multi~

' plicationis vegulas competit ;. atgue e ammbus nusmeris fa~

quens formetur feries
I_E 3+4 s'—r"ﬁ‘"_" '5+ +zo 'ulx 'il’iﬂ @tcﬁ’;
eris eins fimma in. infinitum contmuatae =0

Pemonflratio.
_ 5it enim = fummae iftins ferier few
E——I—i— ’-—}-4 leg-1 11 etc.
em per operationes in poﬁenbrfbus theorematis adhlbltasa

WS e R ot ’-iwl—«;;,' efc.

B.ix:: X -;—?—-3; — & etc.

Demqua hac operatione infinities nepenm em:z

345512:4 Efc I ~
5. 7. I11. I3, . efc, X =T S

At com fit per Theor. ﬂ:ptrmum
T T T i1 S ~-ete. foo'

L. 2+, 4. 6, 10,

© facile dmelligitai et noﬁmm ipfins % coefﬁmcmem eflé:

infinite:
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sufinite magnum. Quare quo. fadtum aequale effe pof-
fit 1 erit x=—0, ¢t hanc' ob.rem habebitur )

P B ot L T af -t 2 o
cuius dewominatores, qui, fime vel ipfi. primi vel fodta ex
_ ternis, quinis, etc. habent figaum ~ reliquifignum 4. Q.E.D.

- Corollarim 1,.

_ Modus ergo apparet, quo-in progreffione harmonica .
figna in fingulis terminis fint diftribuenda, vt fomma totins
feriei far —o. S S
Corollarium 2, L

Cum inuenerimus £ =0, erit quogue $x==0, et hanc
‘ob rem habebimus queque - S
. ommI—p—i—pHi—Rasr Ot
in gua numeri tantuay impares.ocCurrint; deferiptamque ra-
tione fignorum tenent legem. ' -

| Theorema 19.
Sanma feriei veciprocae numerortim primorus
_ e at o  aat Be o8 12 |
 gft infinite magna; -infinities tamen minoy , quam fumma feriei
= barmonisae T —-%-+3-i-i e Atque illius fum-
ma eff buius fummae quafi logavithmus.
- ~ Demonttratio.
Ponmatur 3143435 - etc. ‘= A atque
Et+E4g-a-ec. =B et % - & = etc. —C.
atque ita porro omuaes poteftates peculiaribus litteris defi-

-~ gnando; erit pofito ¢ pro numero cuius logarithmus hyper-

bolicus eft z T
: Aaz = - e
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A+;B+ C+4D+evc~ Cont ey s
e —“I—I—, +é+§‘+é+;f etcs
Nam et e
_ A—i— B-—}-,,-C-—l—:D etc. ::l —{—Z’ li-17 = dte;
ideoque o S
A+§B+;C+:D B e
e TEReng e g +2+*+f+s+g+ etc.
per _Theor 9. Af non folum B, C, D,etc. habebunt
valores ﬁmtos, fed etiam (B~ C-+ D—}—ctc. valorcm‘
habet finitum. Quare quo - -
A+—B+-C-+-D+etc. I
e S ﬁt—'r-—i-—+g—l———-}—- etc.__m.
oportet. ¥t A fit, infinité maghum, cumque ideo eius
refpecn fequentes termlm ’B—-l—"C—l—« D - etc. euane-
{eant, erit
A I+_+s+l+u+ GtC-w: : |
: Lo - e —¢ = ot £ o o a2 o e
B . . Atque confequcnter erl,t/ S |
o | tb-ii-d +11+15+:1+etc'\
=Il(1 i iy et )
illius ergo feriei fumma erit. infinities minor quam huips,
“atque cum huius fumma fit = /e erit

=+ +- —+3 —] u-—i—etc. —1 !.m. "
Q_E D. L '

.




