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LETTRE CXVIL

Eures 2 Gorpracy

SommainE Suite sur les propridiés des nombres, Conditions de rationalité de cer-
taines formules irrationelles. Démonstration du théoréme de géomdirie précé-

dent. Oechliz, Solution du probléeme de la courbe catoptrigue.

Berlin 4. 25. Juni 1748,
~— — — Nun bin ich endlich auf den Grund der mir neu-
Yich von Ew. itberschriebenen schénen Formuln gelkommen,
wobey ich das in der Abschrift derselben begangene ge-
ringe Versehen sogleich eingesehen. Dieselben griinden sich
meines Frachtens auf folgende drey Hauptformuln I, n —
A+OLAIL n4+1 =040+ und . kn4-2—
O+4-0-40, von deren Wabrheit ich schon lingst véllig
versichert bin, ungeacht ich davon keine Demonstration an-
geben kann. ' .

Aus der ersten, n— A + A+ A folget n = ““2 z -+

""—""66;}—6 -+~ M—j—f Nun seye=d--eund b—=d —e, so wird
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n—dd+d-+ee+ f%tf: folglich ist "auch eine jég]iche
Zahl n—0-4 2A + A, woraus zugleich erhellet, dass im-
mer A-L-A—=D0-4+2A.

Aus der zweyten, kn -1 = 0O-+0-4+0, folget knf 1=
kaa + wbb 4+ (2¢ +1)*, also n—aa-bb+ce+c, und
dahere n:=0-4+0O-|2A.

Ferner, da cine jede ganze Zahl —ga+bb—+ecH-¢,
so ist auch einc jede gerade Zahl 2n —aa-bb—-cc+ec,
und also n — i‘#ﬁ—l— E;I:f :I;L-g_ﬂ -+ A. Oder man +setze
(11 c___

5 —

a—=d-e und b=d—e, so wird n=dd +ee |
D40+ A,

Ebenfalls wird auch eine jede ungerade Zahl seyn
an -1 =aa+bb -+ ccte, da nun cc--c immer grad ist,
so muss von den Zahlen ¢ und & die eine grad, die andkre
ungrad seyn, dahero 2n-—-1 = haa - (2b 4 1)* f-cet-e |
und alse n—2aa-+ 200+ 246 4 M? °s folglich n =20+
B A 4 A,

Die dritte Formul kn 4 2=0-0-4 0O gibt kn 4 2=
waa + (26 +1)*+(2c4-1)* also st n = aa-t bb+b—+
ce + ¢ und dahero n=— O-+2A 12A. Setzt man b =—d-}-e,
c—d—e, so wird

n—aa+-2dd 4+ 2d 4 2ee—D 420 D

Ferner ist auch 2n— 0 +2A +2A und also O g.rad,
dahero wird 2n—1laa -+ bb-+b+ cc 4 ¢ und

n:2aa—|—bb;‘_b—{—ci;ﬁ:2i] 4+ A4 A

Weil weiter A A =04 24, so istn=20+0+24,
folglich auch 2n=—20--%0+24 und also n— O+20-+ A
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Oder da auch 2n-4+1=2aa+} (204 1)* 4+ cet ¢,

wird n:aa—|—2bb—|-2b—[—cc+c’—m +@A+A End-

Lich ist auch
2n—|—1:ﬂ—|—2&~{—2/_\:(2a—[—1)2—|—bb—}—b—l—cc+c,
upd n—2aa+2a +bbg_b+ccjc; odern =% AL AN4A
—O0+2A L84, | :

Also ist auch 2a = 4O +2A 4+ A oder n =

20+ A+ 24, oder 2n 41 = (2a4-1)2}-24 52

and also n—=— AL 2A |- kA,

Pa kn 2= bkaa 4 (25 + 1)* 4 (2c -} 1), so ist
2n -1 =2aa4-2b0-2b+42cc-2¢c+-1. Es sey b—=d-}e,
c—=d-—e, so wird 2n 1 —=2ae{ bdd -+ hee |} bd 1
=20 4 D.—[— 0. Also ist ein jeglicher numerus impar
2n + 1=20-+ 00, welches Ew. erstes, meines Erach-
tens sehr merkwiirdiges theorema war. Alle diese hier ge-
fundene Formuln sind also folgende

Ln—= o4 A4 by VIII. n—=2p0-4 O {—2&
ILhn= o428+ A; IX.n== o420+ 5y
L. n= 0+ a-+425; X n=20+4+ A&+ A
IV.n: o+ o4+ &; XLan= p-4+4%L-F A;
V.n:2D+ AkA; XL oA + A4 A
Vin= p4-26-+42A; Xl n=2p -+ A&42A;
VILen—= o+20+ka; XIV.n—= A}2A kA,
XV. 2n4-1—0-+ 0 +20.

Da sowohl 8n—|——3 als 8n -6 allzeit in 3 quadrata zer-
theilt werden kann, so folgt, dass 8n 4 7—pp, wenn
pp—=8m—+t4 oder —8m—-1, d i wenn p entweder ein
numerus impar oder impariter par ist, allzeit eine summa
trium quadraiorum sey, wie Ew. gemeldet Laben.
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Dass aber omnis numerus 8n - 2 in dieser Form
(2 =2)2* L -+ 0 enthalten sey, kann ich nicht recht be-
greifen. Sollte der Sinn davon dieser seyn, dass allzeil
8nt2=—noO-+0-+gq,dag ist entweder 0, oder 16 oder
256, oder 4096 etc., welches dic Werthe sind von (2-}2)*,
so wirde solches in dem Fall 8n--2=—15% nicht Statt
finden, indem 15k — g immer eine summa duor. quadr.
wird; es wire denn, dass der exponens ¢ auch 0 seyn konnte
und folglich auch g-—1; ob ich gleich zweifle, ob auch
in diesem Fall sich keine Ausnahme finden sollte.

Tch bin neulich auf eine sonderbare Betrachtung gefallen,
vermiltelsi welcher viel Diophanteische problemata schr leicht
kénnen solvirt werden. Wenn man z. Ex. fiir , y, 2z nu-
meros rationales bestimmen kann, dass dieser Aequation

, xxt+yy+2z2—28—2y —2z241=0
satisfacirt wird, so miissen alle surdische (sic!) Formuln, in
nachfolgenden Aequationen, so aus jener entstchen, rational
werden,

e—=1 = V@2y+2s—yy —22);

y=1xV(@x+2z— TL—32);

z—1 i]/(Qa: +2y—xz—YY);
wy=1EV2z—zz422));
z+z—=1=E ]/(Qy—-yy—l—ﬂwz);
y4+z=1=%=VQ@x—xx-}2y3);
x—y—=1%V(2z 4 by — 2y — z2);
y—ax=1=% V(@4 bo—2xy-— 22);

g -—z =1 ]/(2_r—]— bz —2xz—yy);
z—ax=—1=x 'I/(Qy—k!lam—?ccz,-—yy);
y—z=1*xV @z} bz—2yzs—axx)
z—y==1X V(@xt by —2yz— xm):

x4ty ta=t 1/(233)" + 2wz 4 2y z).
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Wenn also nur eine von diesen Formuln rational gemacht

wird, welches sehr leicht ist, so werden alle ithrige 12 von

selbsten rational; solches geschieht also nach der ersten,
WEenn

o = BPlggbrr 4 2pr2er _ 2p(ptg) 7z — 29049
pp-tgq-frr T rrteg5rr’ T T ppbgggrr

Wenn also drey solche Zahlen gesucht werden sollten, dass
alle obigen XIIT surdischen Formuln rational werden, wel-
ches problema nach der gewdhnlichen Art beynahe unmag-
lich seyn wirde, so kénnen doch hieraus leicht unendlich

viel Soluticnen angegeben werden. Als, wenn p=1i,4—=2,

e . . ) 2 4
r—2, s0 wird o —=-— — =, z— 2,
2 57? _T—S: z_z

Meine Demonstration des vorher gemeldien theorematis ver-
halt sich so: Sit (Fig. 29) propositum trapezium ABC.D cum
diagoniis 4C, B D. Gompleatur 17 pavallelogrammum ABED,
cujus diagonales AE, BD se in G bisecabunt. Tum ducta
CE compleatur parallelogr. 4 CEF cam diag. CF, ductisque
BF, DF, erit quoque BCDF parallelogr. Jam cum in omni
parallelogrammo sit summa quadr, diagon. — summae quadf.
laterum, ex D ACEF erit AE* 4+ CF2 = 24(C> +2CE*
ex OBCDF erit BD* + CF* = 2BC*+-2CD*
ergo ‘
24C*  2CE* — AE* — 2BC* L 2CD*— BD* — CF.
Porro D ABED dat 4 £* + BD*—=24B*{-24D*, quae
aequatio ad priorem addita dat
24C*+20E*+BD* == 24AB*+-2B(*+2CD* +2 4 D*_ B *
adde ' -

BD?*— BD?
et divide per 2, fiet

AC*4- CE*4-BD*=4B* BC*+4 CD* 4+ AD™
At quia A utl et BD bisecta est in G, bisecetur quoque

S ChE3 -

*AC in H, et ducta GH erit parallela ipsi CE ejusque se-

missi aequalis, ita ut sit CE* —=%GH?, quo substituto erit
AB*}-BC* - CD* L AD*=AC*+BD*+-%GH*, QE.D.

Wenn man, wie gemeiniglich in der Geometrie zu ge-
schehen pflegt, eine demonstraiionem more veterum verlangt,

"so verdienet diese einen grossen Vorzug vor derjenigen,

welche Fw. mir zu iberschreiben die Giite gehabt. Will
man aber nur von der Wahrheit, woranf doch die Haupt-
sach ankommt, iberzeugt seyn, so wiirde meine Demon-
stration allen Vorzug verlieren, weil ich darin die ange-
filhrte Eigenschaft der parallelogrammeorum voraussetze, de-
ren Bw. nicht nur nicht nothig haben, sondern dieselbe
auch zugleich mit beweisen. _

Hr. Oechliz avs Leipzig, welcher nach St. Petersburg
gur mathesi sublimiori berufen worden, die Vocation aber
ausgeschlagen, hat eine sehr schone Solution des schon [angst
erwihnten problematis catoptrici erfunden, welche Ew. un-
fehlbar gefallen wird.

Es sey (Fig. 30) MN eine von den gesuchten curvis,
welche alle radios ex puncto fixo C emissos post geminam
veflexionem in M et IV factam in idem punctum C remittat. Man

- verlingere MV beiderseits in E et F, so dass ME—=CM et

NF—CN, so wird die longitudo EF constans seyn und
die Puncte E und F werden in emer solchen krummen
Liniec EIF seyn, dass die grade Linie EF beiderseits anf
dieselbe perpendicular fallt. Die ganze Sache kommt also
daranf an, dass man solche krumme Linien EIF finde, dass
die auf ein jegliches Punct derselben gezogenen Perpendi-
cular-Linien EF dieselbe krumme Linie nochmal in F ad
angulos rectos durchschneiden. Denn diese Eigenschaft schliesst

jene schon in sich,’dass die quantitas lineag hujus EF con-
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stans seyn miisse. Man sieht nun alsbald, dass die Linie
EIF ein Circul seyn konne, dessen diameter — EF; es
gibt aber noch unendlich viel andere krumme Linien, wel-
che dicse Eigenschaft mit dem Circul gemem haben, wie
ich bald zeigen werde.

Hat man aber eine solche krumme Linie EIF gefunden,
so kann davaus schr leicht die gesuchte krumme Linie MN
gefunden werden, und das auf unendlich vielerley Art. Denn
man kamm das punctum radians C nach Belieben ‘annehimen,
‘und wenn man daraus ad terminos lineac KF die g1aclul
Linien CE und CF zieht, dieselben in G und H in zwey
gleiche Theile schneidet, aus den Puncten G und H auf
dieselben die Perpendicular-Linien GM und HN aufrichtet,
bis solche der EF begegnen, so sind nicht nur die Puncte
M und N in der gesuchten Linie MK, sondern GM und
HN sind auch tangentes derselben. Nimmt man fir EIF
ein Circul an, diametri EF, so wird MV cine ellipsis, de-
ren foci sind das punctum radians C und das centrum cir-
culi ETF.

Um aber alle mogliche krumme Linien EA4F (Fig. 31)
zu finden, welche von ihren normalibus ERF nochmal in
Fnormaliter durchschnitten werden, so seize ich die abscissas
AP—uax, AQ=X, die applicatas PE—y, QF=— Y,
(weil diese ad partes oppositas axis fallt). So ist die subnor-

" malis PR —ygi und die subnormahs QR'"—-_E[L;I: Da nun
PE: PB: QF: QR, so w;rdy;iﬁ: — V=725, folg-

lic h Z; Jetzt scize ich dx—pdy, so wird auch
clr\:pdl’ und PR:%; QR;'__"—I,—I;; also PQ:J%-I:—:
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X . Diese Aequafion differentiiret gibt

dy—dF (r— Fldp __ —
T —dX~—de—p(d¥—dy),

oder
| . 14+pp\ __ (r=¥idp
_ (dy dy)( Iz )“’" rp
das ist ' .
dy —d¥ dp ___d_p pdp .
y-F —pltpp)  p  A-pp

Dahero ist l(yHY)—lﬂ +lp—l]/(1 4—pp) oder

y— ¥ = V(H‘ Ty und folglich X —

® = yitem =P ¢
Da nun PE 4+ QF:y—Y:T/(f+ » s0 wird EF*—
PQ*} (PEHQF)* = laa, und also EF:2a, dahero

constans.

D — Y"'_' 2¢zp o —————— i
ay e so setze ich y— P+1/(1+PP)

Y— oty wo P eine functionem rationalem quamcun-

(1+ 7)

que ipsius p bedeuten mag, denn solchergestalt wird die con-

ditio continuitatis erfillt, weil die Formul P =+ 7 —I‘ )W gen

des Radicalzeichens von Natur ambigua ist, und also auf beide

Puncte E und F zugleich geht, Weil nun y =P + y(ia_llipp)’

so ist dy =dP - adp ;> und also
(i-Fpp)?
dw:pdy:pdl’—\————-——apdpg:
' Etpp)*
wovon das integrale ist x—/] de—~m- Wenn demnach

fir P eine functio quaecunque rationalis von p angenommen

wird, so hat man pro curva 4E diese Formuln

D — — ]
AP = 2=/pdF - V(l-t-pp)’ PE=y =P~ vif V(I—I-PP)

i
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ans welchen zugleich die coordinatae pro puncto altero
respondente F gefundén werden, wenn man nur das sig-
pum des radicalis ]/(1 + pp) verwandelt. Will man cuorvas
aleebraicas haben, so darf man fir P nur eine solche fune-
tionem ipsius p annehmen. dass /. pd P integrabel wird.
Zum Ex. selze man P—2bp, so wird

©=2b/pdp— ypn = PP itep T
und -T:T—Ebp—‘—_?'("ﬁliﬁr)' Erstere gibt

—_ 3 ap
pe=>bp® +ep— yaun’ |
welche zu jener addirt gibt y +pz = bp® 4 (a+ 20)p.
Wenn nun aus diesen zwey Aequationen der Buchstab p
eliminirt wird, so erhilt man die Aequation zwischen x und
y. Zur Construction sind aher obige Formuln bequemer,
weil in diesem Exempel seyn wird 4R—bpp + a4 25,

s P L _ a o . %ap
PR=7aT5w PR—"%“‘_VU-HP)’ PE+4-QF = V(14-pp)

Man lkann aber auch in genere eine schr leichte Gonstrue-
tion geben, weiche alle mogliche curvas, so diese Kigen-
schaft haben, in sich begreift, sle seyen algebraisch oder

transcendentes.
Euler.
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LETTRE CXVIIL

Gorpeaca 3 EULER.

Sommarnz. Béponse i la lettre. précédente.

St. Petersburg d. 13, Juli 1748,

Ew. dauke ich dienstlich far die viele Mithe, welche Sie
ither sich nehmen wollen, damit mir die verlangte Beschrei-
bung der Sonnenfinsterniss zu rechter Zeit dbersandt wer-
den mochte, und will hoffen, dass selbige noch intra ter-
minum allhie eintreffen werde. Jch wiirde aber auf Dero
geehrtes letzteres Schreiben so zeitig noch nicht geantwortet
haben, wenn ich nicht die von mir angefithrte, aber mit
(2 2)*° itbel exprimirte Formul je eher je lieher zu cor-
rigiren nothig gefunden hatte, denn es ist '
gnt-2—=(2 X2} ' 040,

allwo e allezeit einen numerum integrum affirmativum be-
deutet, oder auch 8n -2 =1 =1)*F* 04 0, glech-
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