@n+1) 1 zn
nn(n+1) +(ﬂ.-—}-1}2nu (g + n+1) + 6+ 0r

4=

: 1 (2n-3) i 1
b ety Grr et ? (“’ temt n+2)
g s 8
+ e n

1 2nt+-5 i 1
C=rrrwtd @Jﬁsﬁéiw (" T nt1 tomtaE 5)
| nr
T 6(4-3) (-+2) :
so werden die gquantitates A€ et BB desto weniger von
einander differicen, je grosser der numerus n genommen
wird. )

Was Ew. von der summa serici B in Dere Schreiben
heyfurren halte ich fiir sebr me]:'kwu,lc'dl-:r Die Dissertation
de inventione termini summalorii erinuere ich mich nicht ge-
cchen zu haben, weiss auch nicht, ob dieselbe in Berlin oder
“allhier herausgekommen ist. Fiir die mir communicirten
summas in terminis decmlahbus danke ich ergebenst.

) Goldbach.
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LETTRE LVIIL

Euier 2 GorLpsacH.

Somuaing lnsufﬁsance de la démonstration de Goldbach du théoréme
Gmn—m—13-a% Résolution des fractions compesées en fractions simples.
Bapport fini entre deux séries infinies TLe terme général d’une série dtant
donné, trouver le terme sommatoire de cette série  Méthodes d'approxarnation
pour trouver le mombre =,

Berlin 4. 9 April 1743,
Ew. bin ich for die mir gitigst tiberschricbene Demonstra-

tion, dass %mn— m -— 1 keine Quadratzahl seyn kann,
- gehorsamst gerbunden. Die raisonnemens darin sind wegen

der propositionum excluswarum und infinitarum, so darin
hiufig vorkommen, so tiefsinmig , dass ich viele Miihe gehabt,
che ich dieselben habe vollig einsehen und aus einander

‘wickeln koénnen, und die gewshnlichen Regeln der Logik

scheinen mir dazu kaum hinlinglich zu seyn. Alles beruhet

“auf dem ersten lemmate, und wenn dasselbe seine Richtig-
keit hat, so ist an der Demonstration nicht das Geringste

auszusetzen, Bw. berufen sich wegen dieses. lemmatis auf
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Dero vorige Briefe, aus welchen ich diese Demonstration
gezogen: ’

L 8i kne —x—1 est quadratum casu @ =m, tum erit
etlam quadratum casu @ — 16mn? —bn — 1.

II. Brgo si &nz-—a-—1 non est quadratum casu z—
16 mn®* — &n— £, tum eadem-formuls %ne—x—1{ non
erit quadratmin casu x == m.

[l Cum igitur 16 mn® — &n — { contineatur in forma
o — 1, si demonsiretur formulam bnx-— x — 1 quadratum
esse NON POSSe Casul @ = hy— 1, tum etlam certum erit
formulam &mn—m ——1 guadraium esse non posse.

IV. Quare formuia %mn—m - 1 gquadratum esse non
poterit, nisi guadratwm sit haec formuia hne — x-—1 exi-
stente & numero formae by — {.

V. Quoniam ergo hae formulae kmn — m—1 et bna
— @ — 1 congrount, formula hms — m — { quadratum esse
non potest nisi sit 77 numerns formae by — 1.

Wenn diese letzte Conclusion ihre Richtigkeit hat, als
worin Bw. ervstes lemma besteht, so ist die ganze iibrige
Demonstration volikommen., Allein eben diese letzte Conse-
quenz erwecket bei mir einen Scrupel, welchen ich nicht
wohl mit Worien ausdriicken kann. Dass aber dieser mein
Scrupel -gegritndet sey, kann ich dadurch zeigen, weilen
man aunf gleiche Art beweisen kénnte, dass tmn —m -1
kein quadratum seyn kénnte, nisi sit m numerus hujus for-

‘mae kv -} 1, welches doch falsch ist. Diese Demonstration

wiirde also lauten: )

L & Bna— o4+ 1 est quadratum casu @ = m, erit
etiam quadratum casu @ = {6mn* + kn 4 1, fit enim
6hmn® — {6mn* L 16n*=16n*{tmn-—m -+ 1)

Il Brgo si"4ne — o -+ 1 non fuerit quadratum casu
x—16mn®* + &n -1, non erit quadratum haec forma
mn—m - §. ‘
 TIL Cum igitor 46 mna® 4 %n - 1 contineatur in forma
kv -1, si demonsiretur formulam %nx-— x4 1 quadra-
tm esse non posse casu & — kv 4, tum simul certum
foret, hanc formulam kmn — m - 1 prorsus.quadraium esse
non posse.

IV. Quare formula &tmn—m -1 guadratum esse non
poterit, nisi quadratum sit haec formula dnow—x 4 § casu
x—=kv | 4. '

V. Quoniam ergo formulae 4 mn—m-+1 et kne—x-{
congruunt, formnla smn.—m-4 1 quadratom esse non
poterit nist sit m nomerus formae &o + 1.

Da nun in dieser Demonstration ein Fehler pewiss steckt,
so kann auch die vorhergehende, als welche dicser in allem
gleich ist, nichi admittivt werden. Vielleicht kénnen -aber
Ew. von Dero erstem lemmnaie eine anderé Demonstration
geben, welche dieser Difficuitit nicht unterworfen ist, deren
Richtigkeit am figlichsien auf gleiche Art erkannt werden
kann, wenn nebmtich Ew. aufsuchen werden, ob ehen das-
selbe raticcinium nichi auf die Formul Zmn ~ m 4 1 sich
appliciren lasse. '

Was die andere Demonstralion betrifft, dass & pmn —
m -— n kein quadratum seyn kénne, so kommt gleicherge-
stait die ganze Sach nur darauf an, dass man richtig he-
weise, dieselbe Formul kénne keine Quadratzahl geben, nisi
sit m=—=knng—n. Wenn dieser Saiz seine Richﬁgkeit hatte,
so wiirde die foigen-de Demonstraiion nicht einmal néthig
seyn, weilen ob eandem rationem auch seyn miisste n —
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bymmr-—m, und folglich zugleich m <n und n < m, wel-
ches unméglich ist. Man kénnte aber auf eben diese Art
auch heweisen, dass pmn-—m—n nimmer ein quadratum
seyn konne, denn kraft eben des vorigen ratiocinii mussle
pmn—m—n kein Quadrat seyn kénmen, nisi sit m —
nng —n; nun aber wiirde dieser Schiuss der Wahrheit doch
nicht gemiss seyn.

Ungeacht- ich aber auf diese Weise in dem ratiocinio ei-
nen Fehler verspiire, so muss ich doch gestehen, dass ich
denselben nicht deutlich darthun und vor Augen legen
kann, welches doch sehr néthig wire um in andern Fillen
dénselbén desto sicherer vermeiden zu kénnen.

. L& .. p * ' » !
Meine Regel um éine solche Expression

) ‘_z:c“:—§—'b:r""'" Goeak—2 p ete.
(pz— P (rz— )"

in ihre partes simplices zu resolviren, wenn nur k<m--n,
verhilt sich folgerldergesta-lt. Sint partes quaesitae

Rl e e e R T
. M

D

A B 11
“l" m "'i" (rz— i1 _!"' (r:r:'—s)""’* + (rx—s)""‘"’j+“

pul

FE—3

a._.rk—l—bxk“l-[—c.r&"’-l-etcf__ ¢

' T (rx— 97" =Qe
quaerantur per diffeventiationem continuaii, posito da con-
dQ ddQ d3Q d*Q
d_;’ dzd ' dxd.’ dat

Ponatur brevitatis giatia

stante, valores ete. eritque.

s

'Folgli(:h wird die proponirte Expression

—_—_ T
o i dg
A _-—-Q’. B _.'_I—.P"° d.’t’r . . q
d'dQ 5 230 posito S
. 1 _ "
C= i2.pp pp d=t r D= 1.2.3.p% dad s -etc.
- E E—1 E—2 .
. e gu® 1-bx +ex +oetc. .
Simili modo | ponatur T = 4§, ert
, . i ds
Sl[ :‘S) . :':T"; - __;’ . h
1 dds i &is posilo & =
€= 197 4zt g_" 12,308 d o’ Ctc. i
. azxx-fbx-te . s
Wenn also diese Formul Gz = G — 17 proponirt wird,

. . A . B U )
um die partes (az —3)% t st (4x—1)2+4:c—1
s0 wird erstlich
axxtbr+c dQ_ 2ax-d _ 8(axxtbate)
Qh— Gz—12 @ dz " (Gwz—1F  (Gx—1)°

zu finden;

und posito a:::i ob p —& et g—=3, erit

_ feet e
A= "'_“_I—_'_“ — %4 +1sb+_c

1 Ea.—-}-b g.a,—sb-s.: ——__i L .
B= ( 8 T Gi-a sb 46

Hernach ist
5§ — axxtbatc d5 __ laxtb Blaxx-tbx-t0c)

"(4—3: Y gz (ex—5 | (ex— 3y

und posito w;; ob r—kets—H1, erit
ad-tbd-e_
Ql_‘w_—— 61 +iﬁb+_

0 (a—]—b_‘_ .s;_|_').l'J—}-8c:)__64 + b+—c

axx—bx-c
(im =3 (hx — 17 in

*diese partes resolvirt

3 1

‘ 9 -3

=+ @ (54(4;: —B5)F Gz —3) + & (xx — 1) + Be(hx — 1))
: 3 t 1 1

+ b '(16 (Qr — 3} B{ex — 3) + 16'(4:::-—-‘1)’-"'"[— Sz — 1} )
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i 1 1 » 1.\
-+ c(&(4z—5)2— 4(@-3)’}'4(4;-—1)2’1‘4(“_ :))

Wenn also die gegebene expressio ein ferminus generalis

seriei infinitae ist, ob

./l;.'r-——ﬁ j‘z:r—'l

f 1 I [ i oz et
Gx—3)7 T /Gx—1* — §
p— £ 1
T Jaa = 5)F
wie Ew. annehmen, s0 wird derselben seriei summa seyn
T

SR I 1 " Fiv:3 n
=a(Grtsr—am) T o(Htsr—m) (B -5
::—iz(a—[—lpb—J—iﬁc}—{—%;a+bj——2—’;(5(3a-{-817—{-_160)-
Wenn also a—=—254, so kann die summa seriei per solam

quadraturam circuli angegeben . werden.

Dass die drey Formuin A4, B G, posno

1
___L .
v— i 7 — ~

so beschaffen sind, dass wenn n ein numeros valde magnus
ist, proxime AC—=DB* seyn wird, deucht .mir daraus klar
zu seyn, weilen in diesem Fall dieselben Quantititen sogar
fast einander gleich werden.

Wenn die summa .seriei fiir bekannt angenom-

L
(Bxr— 1%
men wu'd, so ist auch die summa seriei —— GE ! Gio bekannt,
und da in beiden die termini alterni besonders stmmirt
werden kounen, so findt wan daraus die summam seriei

1 . .
Grn? denotante n numerum quemcunque ntegrum. Hier-

aus ist ferner klar, dass um die seriem mﬁ—:_—y Z0 sum-
miren, drey casus diversi 1Ps1us n fitr bekannt angenommen
werden miissen.

Ew. Posiscriptum vom 12t Fehruar habe ich wohl er-

halten, und weilen ich auf die fiirnehmsten Punkte schon
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geantwortet hatte und nicht wusste, dass Denselben die Briefe.

franco zugestellt werden, so habe meine fernere Antwort

bis jetzt verspart. Ew. darin enthahene Reflexion iber zwey
series, deren jede eine sumisam infinitam hat, doch aher
anter sich eine rationem finitam hahen, ist sehr merkwirdig.
Dergleichen series konmen nach Belichen auf folgende Art

gefunden werden. Sit seriei ¢ L &6 J ¢ + d 4-ete. == 4

summa infinita, hujus autem seviei a—g-+y4 04-etc. =B

summa finita, erit ,

AB=a04-b(0+6)+ e (a-+8 +7)-+ dla-t -+ O)-t ete.
—+Ba +r{a+b) d(a 4-b+c)-+ ete.

“hier ist aber die summa seriei inferioris finita und folglich

o, . . . .. AB
evanescirt dieselbe prae superiori, dahero ist 7_:3, oder

aet-bla4-f)-fo(etE+p)+de + fr48) +eto.
atb—-c4d - ete. -
o+ -y - &+ ete

ferner ist auch & 4- ¢+ d e + ete.— 4 und also

AB=—ba +c(a+8) -} d(m—{—ﬁ—i—y)—*—ete:.'

welche zur obigen gethan gibt
2A4AB— (a—l—b)a—]—(b—l—c) (a+ﬁ)+(c+d) (oc—l—fi’—l—y)—i— efe. == C

und also ﬂ:B Wenn A_..i—l— —{— —]— -} etc, und

1 .
B—1+ §§ + 3—5 4+ 75+ eic. so kommen Ew. series heraus

Meine Dissertation de inventione termini summatorii ex
dato termino generali seriei ist in dem 8" tomo Commen- -
tariorum gedruck’c Dieselbe bestehet kﬁrzlich darin, dass

wenn man setzt; A—l— B—}—G~}—D—]— —|—X'—S oder wenn
S den terminum summatorium einer series andeutet, deren
terminus generalis ist == X, das ist eine quautltas ex indice
x utcungue composﬁa so wird seyn



‘komme. Als es sey S—1 —]—%-{—;—34—4—1&_‘-&&...'_}_?
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. ax 1 28X 1 ax
§= fXd“’ 10"‘72 O P i wowr Y. 7 I A T WP
3 P S X
TTI0 1.2.. 8 dz? T 6 i.2...i%.da"
691 Fian's

5" T3 a1 O
da ob integrationem [Xdex eine solche constans muss addirt
oder subtrahirt werden, dass die ganze expressio wird — @,
wenn x— Q. 7 '
Wenn aiso zum Exenipel der ierminus summatorius vori
dieser serie 1 -+2°-+ 3% - 4% -} etc... .+ a® gesucht wer-
den soll, so ist X—a", fXdcc_ Lopo, X gy, 44X

gm, d Sm_,z‘;:?_
a* X d’ X
7.80°, $X=6.7.80° & 4:5678 , S E 1567847,

4TX
dzT
rentialia alle evanesciren. Dahero wird

1

19 i 8 | 2 ' x5
— 1, 1 20t
S=ie b tet bt +a
So oft also X eine functio 111’cegra von x ist, weilen bey
einer jeglichen Differentiation die dimensiones abnehmen, so

==2.3.%.5.6.7.8, — X~ 0 und die folgenden diffe-

muss immer ein terminus summatorius in forma finita ge-

funden werden. Wenn aber der terminus generalis X eine.

Fraction ist, so gehen auch die differentiationes in infinitum
fort und folglich wird der terminus summatorius per seriem
infinitam exprimirt. In diesem Fall kann auch die constans
adjicienda nicht anders gefunden werden als dass man da-
tum terminorum numerum actu addire und die constantem

so annchme, dass in diesem Fall die bekannte Summa heraus-
1

k4

1
so ist X — i, und [ Xde = Gou‘stant.l_r—— 5o— lerner

— 991 —
dX 3 ddX __ 3.4 d4%X__ - 345 45X 3.4.5.6.1
dr = =z da® T 287 da® T Txb P gt T T T af

Dahero wird § — Const.

1 1 1 1 1 1 1 1 3 1
R T 28 T 3 3R T g 88 g gae g agme T et

Um die constantem zu finden, so addire wan actu 10 ter-

minos. Gesetzt, die gefundene Summe sey IV, so muss, po-

sito £=—=10, §—= N werden, also wird

— ; 1 1
Const. — N+2 0 5108 T 3.2.900 7 6.108 T 5.6.108 et

woraus diese constans verae proxima leicht gefunden wird.

. Hiernach kann man leicht die summam seriei ad datam
guemvis terminum finden, und wenn man die summam in
infinitum verlangt, so setze man x — oo, und da wird
S — Const., also die conslans Inventa ist die summa seriei

in infinitum continuatae.

Wenn man diess seriem

i 1 i i . i
aa + da--1 + aa-4 + aa+39 +oe aataa
act summirt, so ist die Summ deswegen merkwiirdig, weil

durch dieselbe die guadratura circuli so nahe gefunden wer-~

den Kanp. Es sey s——+a¢+1+aa+4 R

i
aat-aa’
so wird proxime seyn n_.,-’l-as—-———l———- Als wenn man
setzt 0 — 4, fit s == 1,5 e m—= 3,1666668...zn gross.
S10=2 fit s:%——[—%—}—-;—; 0.575; %as= 54,6 und also
rr = 3,1%166666. . .zu gross.

N SR ST N P - -
Sit ¢ =< 3 fit s == - 5 - 3+ 35 =0, 34358974358974 35897



bas 125 — 4,12307692307692130

-

5]

subtr. - — 1
a -
add. 6—1&; — 0.0185185185185185

fiet . m — 3,144595hk15955k15. Diese Expression gibt
also die Peripherie immer zu gross, Ich habe demnach den

excessum gesucht, und gefunden, dass sey

3 £ 1 1
—hgs — > L. 4, - 2, _ 1
== as a + 2 1.3ac .6 2%.3.7ab + 8 29 5 11al®

35 1 43887 1
T g T isais T “wo T 2% 9 qgal8
854513 1 169'7’:‘92 7 1
g 2011 93 P i B ER T Al
X 2
—'_323-'!.1__1’

allwo dieser lelzle terminus ungemein klein wird, wenn a
mittelmissig gross angenommen wird; denn es ist schon
e —=153552990, weilen e” — 23,14069. — Ew. waren ein-
mal auf Operationen bedacht, wie man Zahlen finden kénnte,

so ohne einige legem fortgingen, um zu versuchen, ob man

nicht etwa auf eine soiche Art die Zahl 7 — 3,15159 elc.
herausbringen kénnte. Solche irregulire Zahien_ kénnen nun

gefunden werden durch die ordentliche Division, wenn man -

bey jeder Operdtion den’ divisorem um 1 vermehrt; als aus
diesem Exempel zu sehen

12245264410 1 109 6 15 6 9 18 9
Dividend |1,0000000000 0 000 0000 0000

Divisores 1, 2,3, & 5, 6,17,8,9,10,11, 12', 13,14, 15,16,17, 18, 19,20
Quotus  0,46%7827%3 9 07 6 393 & 9 % etc.

Wenn ich nehmlich so viel mal nehmen kénnte, dass nichts
ibrig bliebe, so nehme ich einmal weniger, damit diese
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Division in infinitum fortgehe. Wenn man nun auf cina
solche Art die gquadraturam circuli finden kénnte, so hielte
ich dieselbe fiir so gut als wirklich- gefunden.

Auf die Vorher heschrichene Ari durch die series - —
has — = —[—

als 10, genommen wird, kann der valor ipsius 7 auf viel

iz ete., wenn fir o eine etwas grosse Zahl,

- Figuren ziemlich leicht gefunden werden, allein da die

coéfficientes sehr irregular fortgehen, so halte ich keine Me-
thode bequemer um den valorem ipsius 7z zu finden, als die-
jenige, welche schon lingstens etnmal gefunden. Ich weiss
nicht, ob Ew. derselben sich noch erinnern; sie bestehet aus
zwey seriebus, deren jede stark convergirt und auch leicht
per approximationes auf sehr viel Figuren summirt werden
kann. s sey nehmlich

i 1 i i 1 1 1
A= i“_'z + 5% T Ba® qai Ty T 1.8 1597 e

* 1
B=13 1. 2 3.‘13+5.25m7.27—[—9_29h11.211+15.21,—'et\(‘.‘.
so wird seyn m =4k A + 2B oder es ist

p—g At 144 !
Tf—-—3+5 5.2 6.2 7.22+9.23+1o.2=+11.24"“1:5.'2"

1 1
15 ipaw T et
Da in diesen sericbus nur die potestates binarii vorkommer,
s0 kann ich auch solche geben, worin nur die potestates

von 2 und 3 enthalten sind. Also wenn man setzi
1

. 1 1 i 1 1
C,-§—m+ﬁi*w+m“m+ etc.
und
33 5. 35 7.57 g.z5 11.311 + ete.

so wird seyn w4 -4- & D. Diese series scheinen mir nun
weit bequemer zu seyn, als diejenige, welcher sich Sharp,
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Machin 1nd Lagni bedienet, als welche ihrergrossen Zah-

len durch Hilfe dieser seriei
2vV3 2¥3 2V'3 1v'3 2V 3

e e P2 ete
BR— 3 T 353 T 53 7.3 + 530

gefunden, welche nicht so stark convergirt, als eme von

den obigeri, und noch dazu dieser Schwierigkeit unterwor- .

fen ist, dass man erstlich 1/3 auf so viel Figuren als man
haben will suchen, und dann diese beschwerliche Zahl be-
sﬁihdig dividiren muss. D_esweg_en kann sich in keinem ter-
mino - eine revolutio periodica figurarum finden, wedurch
man die folgenden Figuren aus den vorhergehenden ﬁnd(,n
konnte. Dahingegen hey meinen seriebus dieser Vortheil in
einem jeden termino statifindet, so dass ic.’q W?hl 10 ter-
mings per fractiones decimales von meinen seriebus evol-
viren wollte, ehe Lagni einen einzigen von seiner evol-

i t.
virt ha Euler
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LETTRE LIX.

—
Gorpsacu 4 FuLres.

Sousyrnz. Continuation sor les miémaes sujats,

Bt Petersburg d. 4. Mai 1948,
Kch sehe in der That , dass das letztlich angefithrte lemma {1
nicht alsofort aus dem, was ich vorher von der aequatione

‘Amn—m—1 —g2? geschrieben hatte, erhellet; dahero bitte

ich nachfolgendes raisonnement in considération zu ziehen:

8i in aequatione E...hmn —m— { — a® ponatur
M=y A, p=hn®>M—pn et ¢ — 1612 A?, transmutabitur
aequatio £ in F. . .4nM — M—1{— 4° quae, cum non
differat ab aequatione E, nisi sola specie litterarum M, 4
et m, a, et pro unaquaque harum litterarum poni possint
omnes numeri integri affirmativi, necesse est aequationemn
E et F unam eandemque esse. Si vero in E solus valor {ex

hypothesi impossibilis, m=— fy—{ comprehendit- aequationem
Corr. mathk, et phiys, T I ' 15

[



